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Introduction
La the´orie relativiste de la gravitation, ou Relativite´ Ge´ne´rale, conduit a` une vision
ge´ome´trique de l’interaction gravitationnelle. Elle est re´gie par les e´quations d’Einstein.
Parmi les solutions de ces e´quations, il existe des solutions de´crivant des espace-temps
contenant un trou noir, c’est-a`-dire une re´gion ou` la gravite´ est si intense que rien ne peut
s’en e´chapper. La frontie`re de cette re´gion est appele´e horizon des e´ve`nements. Lorsque
l’observateur franchit l’horizon, la coordonne´e qui e´tait de genre espace a` l’exte´rieur de
l’horizon devient de genre temps et vice versa. Le coˆne de lumie`re de tout observateur
franchissant cet horizon bascule et tout retour en arrie`re est exclu. De nombreuses solu-
tions trou noir en Relativite´ Ge´ne´rale ont e´te´ construites et e´tudie´es. La premie`re fut la
solution de Schwarzschild qui de´crit un trou noir statique a` syme´trie sphe´rique. L’espace-
temps de Schwarzschild est asymptotiquement Minkowskien. Par la suite, d’autres solu-
tions avec un autre type de comportement asymptotique ont e´te´ de´rive´es. Mentionnons
la solution de Schwarzschild-anti deSitter (AdS) qui est une solution ge´ne´ralisant la
me´trique de Schwarzschild au cas des e´quations d’Einstein avec constante cosmologique
(ne´gative). Cet espace-temps n’est plus asymptotiquement Minkowskien mais asympto-
tiquement AdS ; a` l’infini il est domine´ par la constante cosmologique et tend vers la
solution a` courbure constante de AdS.
Dans cette the`se, nous allons nous consacrer a` la construction et a` l’e´tude de nouvelles
solutions trou noir, dans des the´ories de´crivant la gravitation couple´e a` des champs de
matie`re, avec un comportement asymptotique diffe´rent de ceux que nous venons de
mentionner. En effet, ces solutions ne sont ni asymptotiquement Minkowskiennes ni
asymptotiquement AdS. Nous construirons de telles solutions principalement dans des
the´ories a` quatre dimensions d’espace-temps. Mais nous le ferons aussi a` 2+1 dimensions
et pour un nombre quelconque de dimensions.
Pourquoi s’inte´resser a` des espace-temps non asymptotiquement plats, alors que
ceux-ci semblent a priori exclus par l’observation ? Une motivation pourrait eˆtre d’essayer
d’e´tendre le champ d’application de la conjecture de Maldacena, selon laquelle il y a
une correspondance e´troite (dite correspondance AdS/CFT) entre certaines the´ories
des cordes sur des espace-temps de la forme AdSd ×MD−d, et des the´ories de champs
conformes sur le bord de AdSd. Mais notre motivation principale sera d’utiliser de telles
solutions afin d’e´tendre et de ve´rifier la validite´ de me´thodes et d’outils mis au point pour
l’e´tude des trous noirs asymptotiquement Minkowskiens ou asymptotiquement AdS.
Un premier proble`me est celui du calcul de l’e´nergie et du moment angulaire de
tels trous noirs. Dans le cas de la solution de Schwarzschild, la composante g00 de la
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me´trique est relie´e au potentiel gravitationnel, en 1/r, dont l’“intensite´” donne la masse
du trou noir. Une telle approche na¨ıve n’est pas possible pour des trous noirs non
asymptotiquement plats. Nous utiliserons le formalisme quasilocal qui est l’approche
moderne au calcul de l’e´nergie en Relativite´ Ge´ne´rale. Intuitivement, cette me´thode
permet de calculer le flux d’e´nergie a` travers une surface ferme´e. L’approche quasilocale,
qui permet de calculer la masse et le moment angulaire d’une solution quelque soit
son comportement asymptotique, constitue la seule me´thode pouvant s’appliquer aux
solutions que nous construirons.
Deuxie`mement, comme nous le verrons dans le premier chapitre, les trous noirs pre´sentent
des liens intrigants avec la thermodynamique. En effet, quatre lois de la me´canique des
trous noirs ont e´te´ de´rive´es au de´but des anne´es 70. Or, ces quatre lois montrent de
fortes ressemblances avec les quatre principes de la thermodynamique. En particulier,
la premie`re loi relie entre elles les diffe´rentielles de la masse, du moment angulaire, de
l’entropie et de la charge e´lectrique d’un trou noir. Il est ge´ne´ralement admis que ces
quatre lois, qui ont e´te´ de´montre´es pour des espace-temps asymptotiquement plats, s’ap-
pliquent aussi au cas des espace-temps non asymptotiquement plats. Nous chercherons
a` ve´rifier si les solutions que nous construirons satisfont ou non a` la premie`re loi de la
thermodynamique des trous noirs.
La the`se est organise´e de la manie`re suivante.
Dans le premier chapitre, nous ferons une bre`ve introduction historique sur les trous
noirs, puis nous introduirons les diagrammes de Penrose et le formalisme quasilocal ;
deux outils que nous utiliserons tout au long du reste de la the`se. Nous conclurons le
chapitre en parlant du lien entre trous noirs et thermodynamique.
Dans les chapitres 2 a` 5, nous allons travailler dans le cadre de the´ories inspire´es des
the´ories des cordes, c’est-a`-dire, soit des the´ories obtenues par re´duction dimensionnelle
des the´ories des cordes, soit des the´ories repre´sentant une partie du secteur bosonique
de ces the´ories.
Dans le deuxie`me chapitre, nous introduirons la the´orie d’Einstein-Maxwell Dila-
tonique. Nous rappelerons les solutions trou noir statiques a` syme´trie sphe´rique (asymp-
totiquement plates et non asymptotiquement plates) de cette the´orie. Ensuite, nous nous
concentrerons sur les solutions non asymptotiquement plates et nous e´tudierons le mou-
vement ge´ode´sique des particules dans le champ de gravitation de ces solutions. Puis
nous montrerons comment construire les diagrammes de Penrose de ces solutions. Pour
finir, nous adapterons le formalisme quasilocal a` la the´orie d’Einstein-Maxwell dila-
tonique et nous l’utiliserons pour calculer la masse des solutions non asymptotiquement
plates a` syme´trie sphe´rique.
Dans le troisie`me chapitre, nous construirons de nouvelles solutions trou noir en rota-
tion de la the´orie d’Einstein-Maxwell dilatonique pour une valeur particulie`re de la con-
stante de couplage du dilaton : α2 = 3. Pour ce faire, nous utiliserons les deux ingre´dients
suivants. Premie`rement, la the´orie d’Einstein-Maxwell dilatonique (pour α2 = 3) est la
re´duction dimensionnelle de la the´orie d’Einstein a` cinq dimensions sans source par rap-
port a` un vecteur de Killing du genre espace. Deuxie`mement, la the´orie d’Einstein a` cinq
dimensions sans source avec un vecteur de Killing du genre temps admet un mode`le σ
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invariant sous un groupe de transformations reliant entre elles les diffe´rentes solutions
de la the´orie. Nous montrerons aussi quels sont les liens entre les nouvelles solutions de
la the´orie d’Einstein-Maxwell dilatonique (pour α2 = 3) que nous avons construites et
les solutions connues de la the´orie d’Einstein a` cinq dimensions sans source. Ensuite,
nous utiliserons le formalisme quasilocal, que nous avons adapte´ a` la the´orie d’Einstein-
Maxwell dilatonique dans le chapitre 2, pour calculer la masse et le moment angulaire
des nouvelles solutions.
Dans le quatrie`me chapitre, nous construirons une nouvelle solution, de´crivant un
trou noir en rotation non asymptotiquement plat, de la the´orie d’Einstein-Maxwell
dilato-axionique. Elle contient la the´orie d’Einstein-Maxwell dilatonique lorsque la con-
stante de couplage du dilaton est e´gale a` un. Nous verrons ensuite quel est le lien entre
la nouvelle solution et une certaine solution de la Relativite´ Ge´ne´rale sans source a` six
dimensions, en utilisant le fait que la the´orie d’Einstein-Maxwell dilato-axionique s’ob-
tient par re´duction dimensionnelle d’un secteur de la Relativite´ Ge´ne´rale sans source a`
six dimensions avec deux vecteurs de Killing. Apre`s avoir adapte´ le formalisme quasilo-
cal a` la the´orie d’Einstein-Maxwell dilato-axionique, nous utiliserons ce formalisme pour
calculer la masse et le moment angulaire de la nouvelle solution. Enfin, nous conclurons
le chapitre en e´tudiant le mouvement ge´ode´sique des particules, et en de´terminant les
modes propres d’un champ scalaire dans le champ de gravitation de la nouvelle solution.
Dans le cinquie`me chapitre, nous construirons de nouvelles solutions (de´crivant des
trous noirs ou des branes noires) non asymptotiquement plates d’une the´orie a` D di-
mensions d’espace-temps ge´ne´ralisant la the´orie d’Einstein-Maxwell dilatonique. Nous
re´soudrons les e´quations du mouvement de cette the´orie en cherchant des solutions sta-
tiques. Comme dans les chapitres pre´ce´dents, nous calculerons la masse de ces solutions
en utilisant le formalisme quasilocal apre`s l’avoir adapte´ a` cette the´orie. Puis, pour des
valeurs particulie`res de la constante de couplage du dilaton, nous montrerons comment
ge´ne´raliser les solutions statiques a` des solutions en rotation.
Enfin, dans le sixie`me chapitre, nous construirons une nouvelle famille de solutions
trou noir d’une the´orie a` trois dimensions d’espace-temps, la Gravitation Topologique-
ment Massive, qui ge´ne´ralise la Relativite´ Ge´ne´rale sans source a` trois dimensions. Nous
construirons les diagrammes de Penrose, et nous calculerons la masse et le moment
angulaire de ces solutions.
Les conventions et les de´finitions de termes que nous utiliserons tout au long de cette
the`se sont regroupe´es dans l’ appendice Conventions et de´finitions.
Les travaux regroupe´s dans les chapitres 2 et 3 ont fait l’objet d’un article soumis a`
Physical Review D (voir Appendice C. ‘‘Non-asymptotically flat, non-AdS dilaton
black holes’’). De meˆme, le travail expose´ dans le chapitre 4 a e´te´ publie´ dans la re-
vue Physical Review D (voir Appendice A. ‘‘Linear Dilaton Black Holes’’). Enfin,
le travail de´taille´ dans le chapitre 6 a e´te´ publie´ dans la revue Classical and Quan-
tum Gravity. Cet article est reproduit dans l’appendice B. ‘‘The Black Holes of
Topologically Massive Gravity’’.
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Chapitre 1
Trous noirs
Dans ce premier chapitre, nous allons tout d’abord faire une petite introduction
historique sur les trous noirs. Puis, dans les sections 2 et 3, nous introduirons deux
outils que nous utiliserons tout au long du reste de la the`se : les diagrammes de Penrose
et le formalisme quasilocal. Pour finir, nous exposerons brie`vement les liens intrigants
existant entre les trous noirs et la thermodynamique.
Dans ce chapitre (sauf la section 1), le syste`me d’unite´ utilise´ est tel que G = c = 1.
1.1 Introduction
Au cours du mois de de´cembre 1915, Einstein publia une se´rie de quatre papiers don-
nant les grandes lignes de la Relativite´ Ge´ne´rale conduisant a` une vision ge´ome´trique de
l’interaction gravitationnelle. Dans cette the´orie, la gravitation est re´gie par les e´quations
d’Einstein
Rµν − 1
2
gµνR =
8πG
c2
Tµν . (1.1)
Peu de temps apre`s, en 1916, Schwarzschild obtint une solution a` ces e´quations de´crivant
le champ de gravitation a` l’exte´rieur d’un corps sphe´rique
ds2 = −
(
1− 2GM
r
)
dt2 +
(
1− 2GM
r
)−1
dr2 + r2dΩ2. (1.2)
Cette solution est l’unique solution a` syme´trie sphe´rique des e´quations d’Einstein sans
source (the´ore`me de Birkhoff [1], 1923). La re´gion 0 < r < 2GM fut longtemps ignore´e
et meˆme conside´re´e comme non physique pour deux raisons : d’une part, l’apparente
singularite´ en r = 2GM , qui a e´te´ tout d’abord conside´re´e comme une vraie singularite´,
et d’autre part le fait que le rayon r = 2GM soit en pratique situe´ bien a` l’inte´rieur du
rayon de l’e´toile re, dont la solution de Schwarzschild repre´sente le champ de gravitation
exte´rieur. L’extension analytique maximale de la solution de Schwarzschild qui montre,
entre autres, que la surface r = 2GM n’est pas une vraie singularite´, a e´te´ obtenue par
Kruskal [2] et Szekeres [3].
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Chapitre 1. Trous noirs
Plus tard, avec l’e´mergence du concept de trou noir (voir [4]), il a e´te´ re´alise´ que la so-
lution de Schwarzschild pouvait repre´senter l’exte´rieur d’une e´toile en effondrement ainsi
que l’inte´rieur et l’exte´rieur de l’horizon du trou noir forme´ a` la fin de cet effondrement.
En 1963, Kerr [5] obtint une solution, ge´ne´ralisant celle de Schwarzschild, de´crivant
le champ de gravitation produit par un corps en rotation. Carter [6] et Robinson [7] ont
montre´ que tout trou noir stationnaire et axisyme´trique est caracte´rise´ par seulement
deux parame`tres : sa masse et son moment angulaire, et que sa me´trique est donne´e
par la solution de Kerr. Il est remarquable que l’effondrement gravitationnel de corps
diffe´rant par leurs formes et leurs compositions conduise a` la meˆme famille de solutions
(Kerr) posse´dant une masse et un moment angulaire. On dit que le trou noir n’a pas de
“cheveux”.
Les solutions de Schwarzschild et de Kerr constituent donc les seules solutions sta-
tique a` syme´trie sphe´rique et stationnaire axisyme´trique, respectivement, de la Relativite´
Ge´ne´rale sans source.
Les solutions trou noir de la Relativite´ Ge´ne´rale avec source ont aussi e´te´ e´tudie´es.
Dans la the´orie d’Einstein-Maxwell, les solutions de Reissner-Nordstro¨m et de Kerr-
Newman sont les ge´ne´ralisations avec charge des solutions de Schwarzschild et de Kerr,
respectivement. Il a e´te´ montre´ que la solution de Reissner-Norstro¨m est l’unique solution
trou noir statique (vide a` l’exte´rieur de l’horizon excepte´ le champ e´lectromagne´tique
produit par la charge du trou noir) a` syme´trie sphe´rique de la the´orie d’Einstein-Maxwell
[8]. De meˆme, la solution de Kerr-Newman est l’unique solution trou noir stationnaire
axisyme´trique vide a` l’exte´rieur de l’horizon (excepte´ le champ e´lectromagne´tique) [9].
Toutes les solutions pre´ce´demment cite´es sont asymptotiquement Minkowskiennes.
Il existe cependant des solutions avec un comportement asymptotique diffe´rent. Par
exemple, les solutions de de-Sitter (dS) et Anti-de-Sitter (AdS) sont des solutions de la
Relativite´ Ge´ne´rale avec constante cosmologique Λ
Rµν − 1
2
gµνR = Λgµν (1.3)
(Λ > 0 pour dS et Λ < 0 pour AdS). Encore une fois, les ge´ne´ralisations correspondantes
des solutions de Schwarzschild (Schwarzschild-dS et Schwarzschild-AdS) :
ds2 = −
(
1− 2GM
r
− Λr
2
3
)
dt2 +
(
1− 2GM
r
− Λr
2
3
)−1
dr2 + r2dΩ2 (1.4)
et des autres trous noirs que nous avons mentionne´s pre´ce´demment : Reissner-Nordstro¨m-
(A)dS et Kerr-Newman-(A)dS ont e´te´ construites. Dans le cas Λ < 0, ces solutions ont
asymptotiquement (r → ∞) la signature − + ++, avec un comportement domine´ par
le terme proportionnel a` la constante cosmologique
ds2 ≃ Λr
2
3
dt2 − 3
Λr2
dr2 + r2dΩ2. (1.5)
On dit que ces solutions sont asymptotiquement AdS.
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1.1. Introduction
Tout au long de cette the`se nous allons construire des solutions avec un autre type
de comportement asymptotique. En effet, ces solutions ne seront ni asymptotiquement
Minkowskiennes ni asymptotiquement AdS. Le comportement asymptotique de ces so-
lutions est tel que
ds2 ≃ −r1+γdt2 + r−(1+γ)dr2 + r1−γdΩ2, −1 < γ ≤ 1. (1.6)
Nous voyons que la me´trique est asymptotiquement plate uniquement dans le cas limite
ou` γ → −1.
Pour finir, e´voquons la solution de Taub-NUT (Newman, Tamburini et Unti) [10, 11]
qui est une solution de la Relativite´ Ge´ne´rale sans source (G = 1) :
ds2 = −r
2 − 2Mr −N2
r2 +N2
(dt+2N cos θdϕ)2+
r2 +N2
r2 − 2Mr −N2dr
2+(r2+N2)dΩ2. (1.7)
Le parame`tre N est appele´ charge NUT (pour une de´finition plus pre´cise de la charge
NUT voir l’appendice Conventions et de´finitions). Le terme croise´ entre dtdϕ propor-
tionnel a` N introduit une singularite´ appele´e corde de Misner [12] similaire a` la corde
de Dirac apparaissant en e´lectromagne´tisme dans le cas du monopole magne´tique. Par
conse´quent, ces trous noirs ne sont pas des trous noirs re´guliers, la corde introduisant
une singularite´ a` l’exte´rieur de l’horizon.
Les solutions trou noir de the´ories a` 2 + 1 dimensions [13, 14] (voir aussi chapitre
6) et de the´ories a` plus de 4 dimensions d’espace-temps [15, 16, 17, 18, 19] (voir aussi
chapitre 5) ont e´te´ aussi e´tudie´es.
Donnons maintenant la de´finition d’un trou noir.
• Trou noir : On appelle trou noir une re´gion de l’espace-temps ou` la gravite´ est
si intense que rien ne peut s’en e´chapper y compris la lumie`re. Les e´ve`nements se pro-
duisant a` l’inte´rieur de cette re´gion sont alors comple`tement de´connecte´s causalement du
reste de l’espace-temps. La frontie`re de cette re´gion est appele´e horizon des e´ve`nements.
Dans le cas des trous noirs statiques, les emplacements des horizons sont “donne´s” par
les ze´ros de gtt (par exemple r = 2GM , dans le cas de la solution de Schwarzschild).
Plus rigoureusement, une re´gion B d’un espace-temps M est appele´e trou noir si
cette re´gion est de´connecte´e causalement de l’infini I+ c’est-a`-dire B = M − J−(I+)
(voir figure 1.1). L’horizon des e´ve`nements ou horizon apparent, H , est de´fini comme
l’intersection entre la frontie`re du passe´ causal de l’infini du genre lumie`re futur (J˙−(I+))
et de l’espace-temps M : H = J˙−(I+) ∩M (en se rappelant que les infinis conformes
I±, i± et i0 ne font pas partie de M).
Remarquons que la de´finition d’un trou noir ne fait pas intervenir la notion de singu-
larite´ mais uniquement la notion d’horizon (pouvant ou non masquer une singularite´).
De´finissons maintenant ce qu’est une singularite´.
• Singularite´ : La notion de singularite´ en Relativite´ Ge´ne´rale est souvent associe´e
aux singularite´s de courbure, c’est-a`-dire aux “endroits” ou` la courbure de l’espace-temps
diverge.
Nous adopterons ici une de´finition plus ge´ne´rale. Un espace-temps sera dit singulier
si il est ge´ode´siquement incomplet, c’est-a`-dire si il posse`de au moins une ge´ode´sique ne
13
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I−
I+H
B−   +
i0
        J  ( I  )
Fig. 1.1 – Diagramme de Penrose (voir section suivante) d’un espace-temps repre´sentant
un trou noir forme´ a` la suite de l’effondrement gravitationnel d’une e´toile, par exemple.
I± sont les infinis conformes de genre lumie`re futur et passe´. La double barre repre´sente
une singularite´ cache´e derrie`re l’horizon H .
pouvant eˆtre prolonge´e au-dela` d’une valeur finie de son parame`tre affine (la singularite´
se trouvant au bout de cette ge´ode´sique).
1.2 Diagramme de Penrose
Dans cette deuxie`me partie, nous allons introduire une repre´sentation de l’espace-
temps propose´e par Penrose : le diagramme de Penrose. Il permet de repre´senter l’espace-
temps en entier sur une feuille de papier, nous donnant ainsi une vision globale de celui-ci.
Pour bien comprendre en quoi consiste ce diagramme et la manie`re de le construire,
nous allons prendre un exemple : la me´trique de Minkowski,
ds2 = −dt2 + dr2 + r2dΩ2, r > 0, t ∈]−∞,∞[ (1.8)
ou` dΩ2 = dθ2+sin2 θdϕ2. Nous pouvons aussi parame´triser la solution de Minkowski en
utilisant les coordonne´es du coˆne de lumie`re : u = t− r et v = t+ r (u, v ∈]−∞,+∞[)
mettant la me´trique sous la forme
ds2 = −du dv + (v − u)
2
4
dΩ2, v > u (r > 0). (1.9)
Les points situe´s a` l’infini “r =∞” et “t = ±∞” ne font bien suˆr pas partie de l’espace-
temps de Minkowski alors que r = 0 et sin θ = 0 sont des singularite´s de coordonne´es
(le syste`me de coordonne´es est mal adapte´ pour de´crire l’espace-temps en ce point ; la
me´trique e´tant cependant re´gulie`re en ces points comme nous le verrons plus loin en
utilisant un autre syste`me de coordonne´es).
Pour construire le diagramme correspondant a` (1.8), nous allons tout d’abord intro-
duire un nouveau syste`me de coordonne´es ou` les coordonne´es des points situe´s a` l’infini
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prennent des valeurs finies. Pour cela, nous introduisons deux nouvelles coordonne´es du
genre lumie`re
U = tan−1 u, V = tan−1 v. (1.10)
La me´trique devient alors
ds2 = (2 cosU cosV )−2
(−4dUdV + sin2(V − U)dΩ2) (1.11)
avec −π
2
< U < π
2
, −π
2
< V < π
2
et V > U (r > 0). Les points “r = ∞” et “t = ±∞”
correspondent dans le nouveau syste`me de coordonne´es a` U = ±π
2
et V = ±π
2
. Cepen-
dant, ces points restent a` distance ge´ode´sique infinie a` cause du terme (2 cosU cosV )−2.
Pour les amener a` distance ge´ode´sique finie, nous multiplions la me´trique par le fac-
teur Λ = (2 cosU cosV )2 (transformation conforme). Nous obtenons alors la me´trique
suivante
ds˜2 = Λ(U, V )ds2 = −4dUdV + sin2(V − U)dΩ2 (1.12)
qui n’est pas solution des e´quations d’Einstein sans source mais qui donne la structure
conforme de la me´trique de Minkowski (la transformation conforme n’affecte pas la
structure causale de l’espace-temps). Dans cette me´trique (1.12), les points qui e´taient
situe´s a` l’infini dans la me´trique (1.8) sont maintenant a` distance ge´ode´sique finie, ce
qui nous permet de les inclure dans l’espace-temps (−π
2
≤ U ≤ π
2
, −π
2
≤ V ≤ π
2
).
D’autre part, ils correspondent a` des coordonne´es finies, ce qui va nous permettre de les
repre´senter sur une feuille de papier. De plus, les singularite´s de coordonne´es ne sont
plus pre´sentes dans le nouveau syste`me de coordonne´es et nous pouvons conside´rer aussi
bien les valeurs positives de r (V > U) que les valeurs ne´gatives de r (V < U).
Finalement, introduisons les coordonne´es T et X de´finies par
T = U + V, X = V − U (1.13)
qui nous permettent d’e´crire la me´trique sous la forme plus familie`re
ds˜2 = −dT 2 + dX2 + sin2XdΩ2 (1.14)
avec −π ≤ T ±X ≤ π.
Nous sommes maintenant en mesure de donner une repre´sentation de l’espace-temps
(1.8) ou plus pre´cise´ment de sa structure conforme (1.14). Le diagramme de Penrose
ne prend en compte que la partie (T,X) de la me´trique et ne´glige les coordonne´es
angulaires. Compte-tenu des domaines de variations de T et de X, il est facile de voir
que l’on obtient la figure 1.2. En se rappelant que l’espace-temps de Minkowski (1.8) ne
contient pas les points situe´s a` l’infini, nous en de´duisons que (1.8) est repre´sente´e par
l’inte´rieur de la partie droite du losange (r > 0) plus la ligne r = 0.
Le diagramme de Penrose fait la distinction entre plusieurs types d’infinis appele´s
infinis conformes de´note´s par i0, i± et I± (voir Figure 1.3). i0 est l’infini du genre espace
c’est-a`-dire lorsque r → ∞ a` t fini. i± sont les infinis du genre temps futur et passe´
(t→ ±∞ et r fini). Enfin, I± sont les infinis du genre lumie`re futur (t→∞, r →∞ et
r− t fini) et passe´ (t→ −∞, r →∞ et r+ t fini). Pour finir, notons que les ge´ode´siques
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T
X
pi
pi
− pi
− pi
T −
 X
 =
T + X = 
T −
 X
 = 
− 
T + X = − 
pi
pi
pi
pi
r < 0 r > 0
r 
=
 0
Fig. 1.2 – La repre´sentation dans le plan (T,X) de (1.14) est donne´e par l’inte´rieur du
losange ainsi que ses coˆte´s. (1.8) est repre´sente´e par l’inte´rieur de la partie droite du
losange plus la ligne r = 0 (voir Fig 1.3).
du genre lumie`re sont repre´sente´es par des lignes incline´es a` 45◦. Les ge´ode´siques du
genre temps commencent en i− et se terminent en i+. Cependant, des courbes du genre
temps peuvent, par exemple, commencer en I− et se terminer en I+. De meˆme, les
ge´ode´siques du genre lumie`re commencent en I− et se terminent en I+. Les ge´ode´siques
du genre espace commencent et se terminent en i0. Les vraies singularite´s, c’est-a`-dire
n’incluant pas les singularite´s de coordonne´es, seront repre´sente´es dans la suite par une
double ligne.
1.3 Energie quasilocale
En Relativite´ Ge´ne´rale, l’existence d’une de´finition satisfaisante de l’e´nergie est tou-
jours un proble`me ouvert. Beaucoup de travaux ont e´te´ consacre´s a` la recherche d’un
e´quivalent gravitationnel a` la densite´ d’e´nergie-impulsion T µν de la matie`re [22, 23, 24,
25, 26, 27]. Cependant, les quantite´s obtenues sont des pseudotenseurs et donc de´pendent
du re´fe´rentiel choisi. Ces quantite´s ne sont donc pas satisfaisantes. Il est maintenant
ge´ne´ralement admis qu’il est impossible d’obtenir une de´finition locale de l’e´nergie en
Relativite´ Ge´ne´rale. Nous pouvons le comprendre en se rappelant le postulat du principe
d’e´quivalence. En un point, un observateur ne peut faire la diffe´rence entre sa propre
acce´le´ration et celle du champ de gravitation, rendant impossible la mesure du champ de
gravitation en ce point (voir [27] pages 466-468 pour une discussion plus approfondie).
Autrement dit, nous pouvons toujours choisir, en un point, un repe`re ou` le champ de
gravitation est nul alors que la gravitation est pourtant pre´sente.
Il existe des de´finitions permettant de calculer la masse et le moment angulaire a`
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r = cste
i−
i+
i0
I−
I+
t = cste
r 
=
 0 t = 0
Fig. 1.3 – Le diagramme de Penrose de (1.8) est donne´ par l’inte´rieur du losange plus
la ligne r = 0. Nous avons repre´sente´ une courbe de genre espace t = cste et une courbe
de genre temps r = cste. Tous les points du diagramme sont des sphe`res de rayons sinX
sauf i0, i±, I± et r = 0. i0, i± et r = 0 sont des points alors que I± sont des hypersurfaces
de genre lumie`re. Il est important aussi de noter que les points i± et i0 sont distincts
des lignes I± et r = 0.
l’infini. Dans le cas d’espace-temps asymptotiquement plats, la de´finition la plus utilise´e
est celle de Arnowitt, Deser et Misner (ADM) [28]. Pour des espace-temps asympto-
tiquement AdS, mentionnons la de´finition de Abott et Deser [29] qui adapte la me´thode
utilise´e par ADM au cas d’espace-temps asymptotiquement AdS. Cependant, nous con-
struirons, dans les chapitres suivants, des solutions qui ne seront ni asymptotiquement
Minkowskiennes ni asymptotiquement AdS. Nous ne pourrons donc pas utiliser les for-
mules pre´ce´dentes pour calculer la masse et le moment angulaire de nos solutions.
L’impossibilite´ de de´finir une e´nergie locale en Relativite´ Ge´ne´rale a conduit les physi-
ciens (Penrose ayant semble-t-il e´te´ le premier [30]) a` introduire le concept d’e´nergie
quasilocale, qui comme nous le verrons plus loin, est associe´e a` une surface a` deux di-
mensions de genre espace. De nombreuses de´finitions ont e´te´ propose´es pour l’e´nergie
quasilocale (voir [31] pour un re´sume´ des approches utilise´es et les re´fe´rences associe´es).
Nous utiliserons dans cette the`se la de´finition propose´e par Hawking et Horowitz [32]
qui utilise l’approche Hamiltonienne (voir aussi [33, 34]). Rappelons brie`vement en quoi
consiste cette de´finition et les principales e´tapes du calcul.
Pour cela, prenons l’exemple de la gravitation sans source donne´e par l’action d’Einstein-
Hilbert
S =
1
16π
∫
M
R
√
|g| d4x+ 1
8π
∫
∂M
K
√
h d3x (1.15)
a` laquelle nous avons ajoute´ un terme de surface [35] (∂M de´signant la frontie`re de
l’espace-temps M). L’ajout de ce terme de surface est ne´cessaire. En effet, l’action
d’Einstein-Hilbert est ge´ne´ralement pre´sente´e comme l’action dont la variation par rap-
port a` la me´trique gµν donne les e´quations d’Einstein. Or, la densite´ Lagrangienne
√
gR
de´pendant de la me´trique gµν ainsi que de ses de´rive´es premie`re et seconde, la variation
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de l’action d’Einstein-Hilbert est
δS =
∫
(e´qs du mouvement)δgµν
√
|g| d4x+ terme de surface(δgµν, δg˙µν). (1.16)
Pour avoir un principe variationnel bien de´fini le terme de surface doit s’annuler, ce
qui implique d’imposer a` la fois δgµν = 0 (conditions aux limites de type Dirichlet) et
δg˙µν = 0 (conditions aux limites de type Neumann) ce qui est impossible en ge´ne´ral.
Choisissons, par exemple, d’imposer des conditions aux limites de type Dirichlet. Le
terme de surface ne contient plus alors qu’un terme proportionnel a` δg˙µν . Or, nous
pouvons montrer (voir [20] page 458) que ce terme n’est autre que la variation de la
courbure extrinse`que K de ∂M . C’est la raison pour laquelle nous ajoutons le terme∫
∂M
Kd3x a` l’action d’Einstein-Hilbert, ce terme permettant d’e´liminer la contribution
proportionnelle a` δg˙µν lors de la variation.
Revenons a` la de´finition de Hawking et Horowitz de l’e´nergie quasilocale. Tout
d’abord nous devons calculer le Hamiltonien de la the´orie d’Einstein. Pour cela, nous
effectuons une de´composition a` la ADM (Arnowitt, Deser et Misner) [28] de la me´trique
ds2 = −N2dt2 + hij(dxi +N idt)(dxj +N jdt) (1.17)
qui correspond au de´coupage de l’espace-temps (voir Figure 1.4) en une famille d’hy-
persurfaces de genre espace Σt de me´trique hij . La frontie`re de l’espace-temps consiste
en une hypersurface de genre temps Σ∞ et deux hypersurfaces de genre espace Σt1 et
Σt2 . Pour la simplicite´ du calcul les hypersurfaces Σt sont prises orthogonales a` Σ
∞ (voir
[36] pour le calcul dans le cas non orthogonal). Les intersections entre les Σt et Σ
∞ sont
appele´es S∞t . Ces surfaces ont pour me´trique σab. Lorsque nous avons donne´ la de´finition
d’un trou noir dans la premie`re section, nous avons indique´ que, pour les trous noirs
statiques, les emplacements des horizons sont donne´s par les ze´ros de gtt. Dans le cas
d’un trou noir stationnaire, les emplacements des horizons sont donne´s par les ze´ros de
N . Le ze´ro, rs (situe´ avant l’horizon des e´ve`nements rs > rh), de gtt est appele´ limite
statique car il ne peut exister d’observateur statique dans la zone rh < r < rs (appele´e
ergosphe`re).
En utilisant (1.17), nous pouvons re´e´crire l’action (1.15) en faisant apparaˆıtre le
Hamiltonien
S =
∫
dt

∫
Σt
(
pijh˙ij −NH−N iHi
)
d3x−
∮
Srt
(
Nǫ+ 2N iπijn
j
)
d2x

 (1.18)
ou`
pij =
1
16π
√
h(hijK −Kij) (1.19)
est le moment conjugue´ de hij , π
ij =
√
σ√
h
pij et ǫ =
1
8π
√
σ k.
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Σt 2
Σt 1
Σt
St
8
Σ 8
Σr
Srt
u
n
Fig. 1.4 – Repre´sentation de l’espace-temps (1.17). On appelle u la normale (de genre
temps) aux hypersufaces Σt et n la normale (de genre espace) aux hypersurfaces Σ
r. La
me´trique de l’espace-temps gµν induit une me´trique hij = gij+uiuj sur les hypersurfaces
Σt et une me´trique σab = gab + uaub − nanb sur les hypersurfaces Σr.
Les quantite´s k et K sont, respectivement, la trace de la courbure extrinse`que de S∞t et
Σt donne´es par
Kµν = −hαµ∇αnν = −
1
2N
(
h˙µν − 2D(µNν)
)
(1.20)
kµν = −σαµDαnν (1.21)
ou`∇ est la de´rive´e covariante associe´e a` la me´trique gµν et D celle associe´e a` la me´trique
hij.
Les quantite´s H et Hi sont des contraintes associe´es aux multiplicateurs de Lagrange N
et N i
H = −R3 + 1√
h
(
pµνpµν − 1
2
p2
)
, Hi = −2Dµ
(
pµi√
h
)
. (1.22)
Maintenant que nous avons obtenu le Hamiltonien de la Relativite´ Ge´ne´rale, nous
de´finissons l’e´nergie comme e´tant la valeur de ce Hamiltonien “sur couche” (c’est-a`-
dire lorsque les e´quations d’Einstein sont satisfaites) . Etant donne´ que les contraintes
H et Hi s’annulent pour une solution de la the´orie, l’e´nergie est simplement donne´e par
le terme de surface du Hamiltonien (qui provient en partie de l’action d’Einstein-Hilbert
et en partie du terme de surface ajoute´ a` celle-ci de`s le de´part)
E =
∮
Srt
(
Nǫ+ 2N iπijn
j
)
d2x. (1.23)
En particulier, nous voyons que l’e´nergie ne de´pend que de quantite´s e´value´es sur la
surface a` deux dimensions du genre espace Srt .
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Cependant, l’e´nergie quasilocale est ge´ne´ralement divergente. Pour obtenir une e´nergie
finie, il faut retrancher la contribution E0 d’une solution de fond. Pour une solution
(gµν , φ) (φ repre´sentant d’e´ventuels champs de matie`re), la solution de fond (g
0
µν , φ
0)
est choisie de telle manie`re que les (gµν , φ) et les (g
0
µν , φ
0) co¨ıncident1 sur l’hypersurface
Srt . En supposant que la solution de fond est statique (N
i
0 = 0) (ce qui sera le cas dans
cette the`se), l’e´nergie est alors donne´e par la formule suivante :
E =
∮
Srt
(
N(ǫ− ǫ0) + 2N iπijnj
)
d2x. (1.24)
Pour finir, en examinant la variation du Hamiltonien sous une rotation infinite´simale
xµ → xµ + δxµ,
δH = Jµδxµ, (1.25)
nous en de´duisons l’expression suivante pour le moment angulaire (J0 = 0 pour une
solution de fond statique)
Ji = −2
∮
Srt
nµπ
µ
id
2x. (1.26)
Nous pouvons ve´rifier que ces de´finitions co¨ıncident avec les pre´ce´dentes de´finitions
de l’e´nergie en Relativite´ Ge´ne´rale [32].
1.4 La thermodynamique des trous noirs
Au de´but des anne´es 1970, Bekenstein [37, 38] obtint la formule suivante
dM = ThdA+ ΩhdJ + ΦhdQ (1.27)
reliant entre elles les diffe´rentielles de la masse M , de l’aire A de l’horizon, du moment
angulaire J et de la charge e´lectrique Q de la solution de Kerr-Newman. Les quantite´s
Th, Ωh et Φh sont la tension effective de surface de l’horizon, la vitesse angulaire de
l’horizon et le potentiel e´lectrostatique sur l’horizon, respectivement. Peu de temps apre`s,
toujours pour la solution de Kerr-Newman, Smarr [39] de´riva a` partir de (1.27), la
formule suivante
M = ThA+ 2ΩhJ + ΦhQ. (1.28)
En 1971, Hawking de´montre un the´ore`me sur l’aire d’un trou noir. Ce the´ore`me dit
que l’aire d’un trou noir ne diminue jamais
δA ≥ 0. (1.29)
Ce the´ore`me fait fortement penser au deuxie`me principe de la thermodynamique qui dit
que pour tout processus physique l’entropie d’un syte`me ne peut diminuer. Cependant, le
1ou au moins sont e´gaux a` un ordre d’approximation suffisant.
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the´ore`me de Hawking est plus fort encore car pour un syste`me de trous noirs, c’est l’aire
de chaque trou noir qui ne peut diminuer. De plus, lorque deux trous noirs fusionnent
et qu’un nouveau trou noir en re´sulte, l’aire du trou noir final ne peut eˆtre infe´rieure
a` la somme des aires initiales. L’aire d’un trou noir semble donc relie´e a` l’entropie
de celui-ci. Dans l’article [40], Bardeen, Carter et Hawking ont ge´ne´ralise´ les re´sultats
obtenus par Bekenstein (1.27) et Smarr (1.28) au cas d’une solution asymptotiquement
plate quelconque et, en poursuivant l’analogie avec la thermodynamique, ont formule´
les quatre lois de la me´canique des trous noirs.
Rappelons ici leur expression :
 La “loi ze´ro” : La gravite´ de surface est constante sur l’horizon pour un trou noir
stationnaire.
a` comparer avec le principe ze´ro de la thermodynamique : la tempe´rature T d’un corps
en e´quilibre est constante.
 La “premie`re loi” :
dM =
κ
8π
dA+ ΩhdJ + ΦhdQ (1.30)
ou` κ est la gravite´ de surface de l’horizon, a` comparer avec le premier principe de la
thermodynamique : dE = TdS − pdV , les termes ΩdJ et ΦdQ e´tant des termes de
travail.
 La “deuxie`me loi” :
δA ≥ 0 pour tout processus physique (1.31)
a` comparer avec le deuxie`me principe de la thermodynamique : δS ≥ 0 pour tout
processus physique .
 La “troisie`me loi” :
On ne peut atteindre κ = 0 par aucun processus physique (1.32)
a` comparer avec le troisie`me principe de la thermodynamique : On ne peut atteindre
T = 0 par aucun processus physique.
Nous avons donc quatre lois de la me´canique des trous noirs qui montrent une tre`s
grande ressemblance avec les quatre principes de la thermodynamique. En particulier,
il semble y avoir un lien entre la tempe´rature et la gravite´ de surface d’une part et
l’entropie et l’aire du trou noir d’autre part. Cependant, en Relativite´ Ge´ne´rale classique
les trous noirs, comme leur nom l’indique, ne font qu’absorber et n’e´mettent rien. Leur
tempe´rature est nulle. Apparemment, il ne peut donc y avoir de lien entre la tempe´rature
T et la gravite´ de surface κ, et l’analogie entre les lois de la me´canique des trous noirs et
les quatre principes de la thermodynamique ne semble eˆtre rien d’autre qu’une analogie.
En fait, il existe bel et bien un lien entre les quatre lois et les quatre principes. En
effet, Hawking a montre´ qu’en incluant les effets quantiques, les trous noirs rayonnent.
Au voisinage de l’horizon, il y a cre´ation de paires particules-antiparticules. Les antipar-
ticules tombent dans le trou noir et les particules partent vers l’infini. Tout se passe
21
Chapitre 1. Trous noirs
donc comme si le trou noir e´mettait des particules en se comportant comme un corps
noir a` la tempe´rature
T =
κ
2π
. (1.33)
Ce phe´nome`ne a pour nom le rayonnement de Hawking [41]. Il s’agit donc d’une e´mission
spontane´e, phe´nome`ne purement quantique qui n’a pas d’e´quivalent classique. Il y a donc
bien un lien entre la tempe´rature et la gravite´ de surface. En poursuivant l’analogie, nous
voyons en comparant deuxie`me loi et deuxie`me principe que
S =
A
4
. (1.34)
Nous pouvons montrer que l’une des conse´quences du rayonnement de Hawking est
que le trou noir peut s’e´vaporer totalement et donc que son aire tend vers ze´ro. En
tenant compte des effets quantiques la deuxie`me loi est donc viole´e. Mais nous pouvons
introduire une deuxie`me loi ge´ne´ralise´e [42].
 La “deuxie`me loi ge´ne´ralise´e” :
δST ≥ 0 pour tout processus physique (1.35)
ou` ST est la somme de l’entropie du trou noir Stn et de l’entropie Sext de tout ce qui se
trouve a` l’exte´rieur de celui-ci.
Ces quatre lois montrent qu’il existe un lien entre gravitation, the´orie quantique
et physique statistique (voir [43] pour une revue relativement re´cente de la thermody-
namique des trous noirs).
Aucune the´orie satisfaisante de la gravitation quantique n’a pour l’instant e´te´ obtenue
[20]. Cependant de nombreux re´sultats (dont le rayonnement de Hawking) ont pu eˆtre
obtenus en faisant les calculs dans l’euclidien [44], c’est-a`-dire en effectuant la continu-
ation analytique
τ = it, (1.36)
appele´e rotation de Wick, dans la me´trique. Prenons l’exemple de la me´trique de Schwarzschild
dans laquelle nous effectuons la rotation de Wick (1.36)
ds2 =
(
1− 2M
r
)
dτ 2 +
(
1− 2M
r
)−1
dr2 + r2dΩ2. (1.37)
Au voisinage de l’horizon r = 2M , en posant x2 = r − 2M , nous avons
ds2 = 8M
(
dx2 +
x2
16M2
dτ 2
)
+ r2dΩ2. (1.38)
La me´trique de Schwarzschild euclidienne est re´gulie`re si τ est une variable angulaire
de pe´riode β = 8πM . Or, la re´gularite´ de la me´trique euclidienne est ne´cesssaire pour
qu’une the´orie quantique des champs a` la tempe´rature T = β−1 soit en e´quilibre avec
un trou noir. D’autre part, nous pouvons ve´rifier que la tempe´rature β−1 est bien e´gale
a` la tempe´rature de Hawking (κ = 1/4M pour Schwarzschild).
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De manie`re ge´ne´rale pour une me´trique stationnaire e´crite sous la forme ADM [28]
ds2 = −N2dt2 + n2rdr2 + hθθdθ2 + hϕϕ(dϕ+Nϕdt)2 (1.39)
nous avons, en adoptant un repe`re tournant avec l’horizon rh (dϕ→ dϕ−Nϕ(rh)dt) et
en effectuant une rotation de Wick,
ds2 = N2dτ 2 + n2rdr
2 (1.40)
ou` nous avons ne´glige´ la partie angulaire (θ, ϕ). Au voisinage de l’horizon, r = rh+ x et
N = xN
′
h + . . ., la me´trique devient
ds2 ≃ x2N ′ |hdτ 2 + n2r|hdx2 ≃ n2r|h(dx2 + (ni∂iN)|hdτ 2) (1.41)
qui est re´gulie`re si τ est une variable angulaire de pe´riode β = 2π/(ni∂iN)|h. Nous en
de´duisons alors la formule ge´ne´rale de la tempe´rature d’un trou noir
T = β−1 =
1
2π
(ni∂iN)|h (1.42)
que nous utiliserons re´gulie`rement dans cette the`se.
Dans la suite, nous nous inte´resserons uniquement a` la premie`re loi. Nous ve´rifierons
si les nouvelles solutions trou noir que nous de´riverons satisfont ou non a` cette premie`re
loi.
23
Bibliographie
[1] G.D. Birkhoff, Relativity and Modern Physics (1923), (Cambridge, MA : Harvard
University Press)
[2] M.D. Kruskal, Phys. Rev. 119 (1960) 1743
[3] G. Szekeres, Publ. Mat. Debrecen. 7 (1960) 285
[4] W. Israel, “Dark stars : the evolution of an idea” dans “300 years of gravitation”,
ed. S.W. Hawking et W. Israel, (Cambridge : Cambridge University Press, 1987)
[5] R.P. Kerr, Phys. Rev. Lett. 11 (1963), 237
[6] B. Carter, Phys. Rev. Lett. 26 (1971) 331
[7] D.C. Robinson, Phys. Rev. Lett. 34 (1975) 905
[8] W. Israel, Commun. Math. Phys. 8 (1968) 245
[9] P.O. Mazur, J. Phys. A15 (1982) 3173
[10] A.H. Taub, Annals Math. 53 (1951) 472
[11] E.T. Newman, L. Tamburino et T.J. Unti, Journ. Math. Phys. 4 (1963) 915
[12] C.W. Misner, J. Math. Phys. 4 (1963) 924
[13] M. Ban˜ados, C. Teitelboim et J. Zanelli, Phys. Rev. Lett. 69 (1992) 1849
[14] M. Ban˜ados, M. Henneaux, C. Teitelboim et J. Zanelli, Phys. Rev. D48 (1993)
1506
[15] G.W. Gibbons et D.L. Wiltshire, Annals of Physics 167 (1986) 201
[16] D. Rasheed, Nucl. Phys. B454 (1995) 379
[17] F.R. Tangherlini, Nuovo Cimento 77 (1963) 636
[18] R.C. Myers et M.J. Perry, Annals of Physics 172 (1986) 304
[19] R. Emparan et H.S. Reall, Phys. Rev. Lett. 88 (2002) 101101
[20] R.M. Wald, General Relativity, (Chicago : The University of Chicago Press, 1984)
[21] S.W. Hawking et G.F.R. Ellis, The Large Scale Structure of Space-time, (Cam-
bridge : Cambridge University Press, 1973)
[22] A. Trautman, dans Gravitation : an introduction to Current Research, ed. L. Witten
(Wiley, New York, 1962), 169-198.
[23] P.G. Bergmann et R. Thompson, Phys. Rev. 89 (1953) 400
24
BIBLIOGRAPHIE
[24] L.D. Landau et E.M. Lifshitz, The Classical Theory of Fields, 2nd ed. (Reading,
Mass. : Addison-Wesley, 1962)
[25] C. Møller, Annals of Physics 4 (1958) 347
[26] S. Weinberg, Gravitation and Cosmology (Wiley, New York, 1972)
[27] C.W. Misner, K.S. Thorne et J.A. Wheeler, Gravitation, (Freeman, San Francisco,
1973).
[28] R. Arnowitt, S. Deser, et C.W. Misner, The Dynanmics of General Relativity, dans
“Gravitation : An Introduction to Current Research”, ed. L.Witten (Wiley, New
York, 1962)
[29] L. Abott et S. Deser, Nucl. Phys. B195 (1982) 76
[30] R. Penrose, Proc. R. Soc. A381 (1982) 53
[31] C.M. Chen et et J.M. Nester, Class. Quantum Grav. 16 (1999) 1279
[32] S.W. Hawking et G.T. Horowitz, Class. Quant. Grav. 13 (1996) 1487
[33] J.D. Brown et J.W. York, Phys. Rev. D47 (1993) 1407
[34] C.M. Chen et J. Nester, Grav. & Cosm. 6 (2000) 257
[35] T. Regge et C. Teitelboim, Annals of Physics 88 (1974) 286
[36] S.W. Hawking et C.J. Hunter, Class. Quant. Grav. 13 (1996) 2735
[37] J. Bekenstein, Ph. D. Thesis, Princeton University, 1972
[38] J. Bekenstein, Phys. Rev. D 7 (1973) 2333
[39] L. Smarr, Phys. Rev. Lett. 30 (1973) 71
[40] J.M. Bardeen, B. Carter et S.W. Hawking, Commun. Math. Phys. 31 (1973) 161
[41] S.W. Hawking, Commun. Math. Phys. 43 (1975) 199
[42] J.D. Bekenstein, Phys. Rev. D9 (1973) 3292
[43] R.M. Wald, Living Rev. Rel. 4 (2001) 6, gr-qc/9912119
[44] S.W. Hawking, “The path integral approach to quantum gravity” dans General Rel-
ativity, an Einstein centenary survey, ed. S.W. Hawking et W. Israel (Cambridge :
Cambridge University press, 1979)
25
Chapitre 2
La the´orie d’Einstein-Maxwell
dilatonique
Dans ce chapitre, nous allons dans une premie`re partie pre´senter la the´orie d’Einstein-
Maxwell dilatonique (EMD). Puis nous rappelerons les solutions a` syme´trie sphe´rique
(de´crivant des trous noirs asymptotiquement plats et non asymptotiquement plats) de
cette the´orie. Dans les troisie`me et quatrie`me parties, nous e´tudierons le mouvement
ge´ode´sique et nous construirons les diagrammes de Penrose des solutions non asymp-
totiquement plates. Enfin, dans les cinquie`me et sixie`me parties, nous adapterons le
formalisme quasilocal a` EMD puis nous l’appliquerons aux solutions non asymptotique-
ment plates.
Dans ce chapitre, le syste`me d’unite´ utilise´ est tel que G = 1.
2.1 La the´orie d’Einstein-Maxwell dilatonique
La the´orie d’Einstein-Maxwell dilatonique (EMD), donne´e par l’action
S =
1
16π
∫
d4x
√
|g|{R − 2∂µφ∂µφ− e−2αφFµνF µν} (2.1)
contient un champ scalaire, le dilaton φ, ainsi qu’un vecteur A abe´lien, qui sont couple´s
a` la gravite´. Fµν = ∂µAν − ∂νAµ est le tenseur e´lectromagne´tique. La force du couplage
entre le dilaton et le champ e´lectromagne´tique est “mesure´e” par α, appele´e constante
de couplage du dilaton . Nous pouvons nous restreindre, sans perte de ge´ne´ralite´, au cas
α ≥ 0, le cas α < 0 e´tant aise´ment obtenu par rede´finition du dilaton (φ→ −φ).
Remarquons que l’action (2.1) est invariante sous la transformation de dualite´
(gµν , φ, Fµν)→ (gˆµν = gµν , φˆ = −φ, Fˆµν = ±e−2αφF˜µν) (2.2)
avec
F˜ µν =
1
2
√
g
εµνρσFρσ (2.3)
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ou` εµνρσ est le symbole totalement antisyme´trique1. Cette transformation peut eˆtre
utilise´e pour passer d’une solution charge´e e´lectriquement (gµν , φ, Fµν) a` sa version
charge´e magne´tiquement (gµν , φˆ, Fˆµν) et vice versa. En effet, prenons l’exemple d’une
solution statique charge´e e´lectriquement. Les seules composantes non nulles du tenseur
e´lectromagne´tique sont alors Fk0. En utilisant (2.2), nous avons :
Fˆ ij =
1√
g
e−2αφεijk0Fk0. (2.4)
La transformation (2.2) n’affectant pas la me´trique, nous avons donc la meˆme solution
mais avec cette fois-ci un tenseur e´lectromagne´tique dont les seules composantes non
nulles sont Fˆij , donc une solution charge´e magne´tiquement.
Trois cas particuliers, de´pendant de la valeur de α, sont a` signaler. Le cas α = 0 se
re´duit a` la the´orie d’Einstein-Maxwell couple´e a` un champ scalaire de masse nulle.
Le cas α = 1 provient de la limite a` basse e´nergie (compactification des dimensions
supple´mentaires sur un tore) de la the´orie des cordes he´te´rotiques. Il peut aussi eˆtre vu
comme la troncation du secteur bosonique de la supergravite´ D = 4, N = 4.
Enfin, le cas α =
√
3 peut eˆtre obtenu par re´duction dimensionnelle de la the´orie d’Ein-
stein a` 5 dimensions par rapport a` un vecteur de Killing de genre espace.
En variant l’action par rapport a` φ, Aµ et gµν , nous obtenons les e´quations du
mouvement suivantes :
1√|g|∂µ(
√
|g|∂µφ) = −α
2
e−2αφF 2 (2.5)
1√|g|∂µ(
√
|g|e−2αφF νµ) = 0 (2.6)
Rµν = 2 ∂µφ∂νφ− 1
2
gµνe
−2αφF 2 + 2 e−2αφFµ
λFνλ. (2.7)
Notons que, lorsque φ = 0, EMD ne se re´duit pas a` la the´orie d’Einstein-Maxwell puisque
l’e´quation du dilaton (2.5) impose la contrainte F 2 = 0 sur le champ e´lectromagne´tique.
La the´orie d’Einstein-Maxwell n’est retrouve´e qu’en imposant φ = 0 et α = 0. Enfin,
dans la limite α→∞, nous retrouvons la the´orie d’Einstein couple´e a` un champ scalaire
de masse nulle et la the´orie d’Einstein sans source en imposant en plus que le dilaton φ
soit constant.
2.2 Solutions a` syme´trie sphe´rique de EMD
Dans l’article [1], les auteurs ont de´montre´ que les solutions obtenues par Gib-
bons et Maeda [2, 3] sont les seules solutions asymptotiquement plates de´crivant des
1Nous adopterons la convention ε1230 = 1 ou` x0 = t.
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trous noirs re´guliers (c’est-a`-dire posse`dant un horizon non singulier) e´lectrostatiques et
magne´tostatiques de EMD. La solution e´lectrostatique est donne´e par :
ds2 = −(r − r+)(r − r−)
γ
r1+γ
dt2 +
r1+γ dr2
(r − r+)(r − r−)γ + r
2
(
1− r−
r
)1−γ
dΩ2 (2.8)
F =
Qeαφ∞
r2
dr ∧ dt, e2α(φ−φ∞) =
(
1− r−
r
)1−γ
(2.9)
ou`
γ ≡ 1− α
2
1 + α2
, −1 < γ ≤ 1, (2.10)
r+ > r− > 0 et φ∞ est la valeur asymptotique du dilaton. Dans le cas ge´ne´ral (γ 6= 1),
cette solution de´crit un trou noir avec un horizon en r+ et une singularite´ du genre
espace en r−. Lorsque γ = 1, la solution se re´duit a` la solution de Reissner-Nordstro¨m
et posse`de deux horizons en r± et une singularite´ du genre temps en r = 0.
La masse et la charge e´lectrique sont :
M = r+
2
+
γ
2
r−, Q = e
−αφ∞
√
1 + γ
2
√
r+r− (2.11)
La version magne´tostatique s’obtient aise´ment en utilisant la transformation de dualite´
(2.2).
Etudions, maintenant, la limite pre`s de l’horizon (on fait tendre la coordonne´e radiale
r vers rh, le rayon de l’horizon) et pre`s de l’extre´malite´ (on fait tendre les deux horizons
r± l’un vers l’autre) de ces solutions. Cependant, il ne s’agit pas de faire brutalement
r → r− et r+ → r− dans la me´trique. De´taillons le calcul. Tout d’abord posons
r+ = r− + ǫ b et r = r− + ǫ r¯, (2.12)
ou` ǫ est un parame`tre infinite´simal (que nous ferons tendre vers ze´ro plus loin). La
solution (2.8)-(2.9) devient
ds2 = −ǫ
1+γ r¯γ (r¯ − b)
(r− + ǫ r¯)1+γ
dt2 +
ǫ2(r− + ǫ r¯)1+γ
ǫ1+γ r¯γ (r¯ − b) dr¯
2 + (ǫ r¯)1−γ(r− + ǫ r¯)
1+γdΩ2 (2.13)
F = e−αφ∞
√
1 + γ
2
√
r−(r− + ǫb) ǫ dr¯ ∧ dt, e2αφ = e2αφ∞
(
ǫ r¯
r− + ǫ r¯
)1−γ
.(2.14)
Il est clair en examinant (2.13) et (2.14) que nous ne pouvons pas prendre ǫ → 0
brutalement. Pour pouvoir prendre la limite ǫ → 0 “proprement”, il est ne´cessaire de
changer l’e´chelle de r− et de t ainsi que de fixer la valeur de φ∞
t = ǫ−1 t¯, r− = ǫ
−α2r0, φ∞ = −α ln ǫ. (2.15)
La solution s’e´crit alors
ds2 = − r¯
γ (r¯ − b)
(r0 + ǫ1+α
2 r¯)1+γ
dt¯2 +
(r0 + ǫ
1+α2 r¯)1+γ
r¯γ (r¯ − b) dr¯
2 + r¯1−γ(r0 + ǫ
1+α2 r¯)1+γdΩ2 (2.16)
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F =
√
1 + γ
2
√
r0(r0 + ǫ1+α
2b)dr¯ ∧ dt¯, e2αφ =
(
r¯
r0 + ǫ1+α
2 r¯
)1−γ
. (2.17)
Nous pouvons maintenant prendre la limite ǫ→ 0 sans proble`me et nous obtenons ainsi
une solution a` deux parame`tres de EMD, solution pre´ce´demment obtenue par re´solution
directe des e´quations du mouvement dans l’article [4],
ds2 = −r
γ(r − b)
r1+γ0
dt2 +
r1+γ0
rγ(r − b) [dr
2 + r(r − b)dΩ2] (2.18)
F =
√
1 + γ
2
1
r0
dr ∧ dt, e2αφ =
(
r
r0
)1−γ
, (2.19)
ou` nous avons renomme´ r¯ en r et t¯ en t.
Le parame`tre r0 est relie´ a` la charge e´lectrique
Q =
1
4π
∫
e−2αφF 0r
√
|g|dθdϕ =
√
1 + γ
2
r0 (2.20)
et le parame`tre b a` la masse (voir section 6 pour le calcul)
M = 1− γ
4
b. (2.21)
La version magne´tique est facilement obtenue en utilisant (2.2),
F =
√
1 + γ
2
r0 sin θ dθ ∧ dϕ, e2αφ =
(
r
r0
)γ−1
, (2.22)
la me´trique e´tant toujours donne´e par (2.18). Le parame`tre r0 est cette fois-ci relie´ a` la
charge magne´tique
P =
1
4π
∫
Fθϕdθdϕ =
√
1 + γ
2
r0. (2.23)
Lorsque α → ∞ (γ → −1), le champ scalaire se de´couple alors que le champ
e´lectromagne´tique s’annule. La solution (2.18) se re´duit alors a` la solution de Schwarzschild
(b = 2M) ce qui est en accord avec la valeur de la masse donne´e par la formule (2.21)
M = M . Lorsque α = 0 (γ = 1), le dilaton s’annule et la me´trique (2.18) peut se
ramener a`
ds2 = r20
(
−(x2 − c2)dτ 2 + dx
2
x2 − c2 + dΩ
2
)
(2.24)
en posant x = r − b/2, c = b/2 et t = r20τ . Cette me´trique est la solution de Bertotti-
Robinson (AdS2 × S2) [5, 6] :
ds2 = x2dt2 +
dx2
x2
+ dΩ2 (2.25)
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e´crite dans un syste`me de coordonne´es couvrant l’espace-temps entier [7]. La solution
de Bertotti-Robinson n’est pas un trou noir, ce qui est en accord avec le fait que la
masse (2.21) s’annule pour γ = 1. Donc, la solution (2.18) interpole continuˆment entre
la solution de Bertotti-Robinson (α = 0) et la solution de Schwarzschild (α→∞).
Les solutions (2.18) posse`dent plusieurs caracte´ristiques inhabituelles. Premie`rement,
contrairement aux solutions (2.8), elles sont non asymptotiquement Minkowskiennes et
non asymptotiquement AdS. Cependant, nous pouvons ve´rifier que la courbure scalaire
R =
1− γ2
2
r−1−γ0 r
γ−2(r − b) (2.26)
ainsi que les autres invariants de courbure, qui tendent vers les expressions suivantes a`
l’infini
RµνRµν ≃ (1 + γ)
2(3 + γ2)
4r
2(1+γ)
0
r2(γ−1), (2.27)
RµνλσRµνλσ ≃ (1 + γ)
2(11− 10γ + 7γ2)
4r
2(1+γ)
0
r2(γ−1), (2.28)
s’annulent a` l’infini (γ − 1 = −2α2/(1 + α2) ≤ 0). De meˆme, ces invariants restent finis
dans tout l’espace excepte´ bien suˆr en r = 0 ou` se situe la singularite´ de courbure.
Deuxie`mement, contrairement au cas des solutions de Reissner-Nordstro¨m et de Kerr-
Newman, le fond (b = 0) sur lequel les trous noirs (b > 0) se forment n’est pas Minkowski.
De plus, ce fond n’est pas neutre et le parame`tre r0 n’est donc pas un parame`tre as-
socie´ au trou noir mais un parame`tre associe´ au fond. Nous verrons que ceci aura des
conse´quences lorsque nous calculerons la masse des solutions (2.18) et lorsque nous ex-
aminerons la thermodynamique de ces solutions. En fait, il existe une famille de fonds
charge´s (e´lectriquement ou magne´tiquement) et a` chaque membre de cette famille est
associe´e une famille de trous noirs (b > 0) (voir fig. 2.1)
Enfin, terminons cette section en remarquant que nous pouvons, sans modifier l’ac-
tion (2.1), effectuer la transformation suivante :
φ→ φ+ φ0, F → eαφ0F. (2.29)
Or, les de´finitions des charges (2.20) et (2.23) ne sont pas invariantes sous cette trans-
formation. Par exemple, en appliquant cette transformation avec φ0 = −α−1 ln r0 pour
la version e´lectrique et φ0 = α
−1 ln r0 pour la version magne´tique, nous obtenons :
F =
√
1 + γ
2
dr ∧ dt, (2.30)
F =
√
1 + γ
2
sin θdθ ∧ dϕ. (2.31)
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b
r0
................ ..................................... .....................
familles de trous noirs
fonds ( b = 0 )
Fig. 2.1 – A chaque valeur de r0 correspond un fond (b = 0) sur lequel une famille de
trous noirs (b > 0) peut se former.
Les valeurs des charges correspondantes sont :
Q =
1
4π
∫
e−2αφF 0r
√
|g|dθdϕ =
√
1 + γ
2
(2.32)
P =
1
4π
∫
Fθϕdθdϕ =
√
1 + γ
2
. (2.33)
La transformation (2.29) permet de se´lectionner un fond particulier (r0 = 1 dans ce cas)
et de passer d’un fond a` un autre.
2.3 Mouvement ge´ode´sique dans la me´trique (2.18)
Examinons maintenant le mouvement ge´ode´sique des particules dans le champ de
gravitation donne´ par la me´trique (2.18). La trajectoire d’une particule se de´plac¸ant
dans le champ de gravitation de (2.18) est donne´e par l’e´quation des ge´ode´siques
d2xµ
dλ2
+ Γµνσ
dxν
dλ
dxσ
dλ
= 0 (2.34)
qui de´rive du Lagrangien :
L = gµν x˙µx˙ν = −r
γ(r − b)
r1+γ0
t˙2 +
r1+γ0
rγ(r − b) r˙
2 + r−1−γ0 r
γ−1(θ˙2 + sin2 θ ϕ˙2) (2.35)
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ou` ˙= ∂λ ; λ e´tant le parame`tre affine parame´trisant la ge´ode´sique. Or, λ doit eˆtre relie´
au temps propre τ pour les ge´ode´siques du genre temps. D’autre part, τ est de´fini par
τ =
∫ √−gµνdxµdxν =
λ∫
0
√−gµν x˙µx˙νdλ. (2.36)
Nous obtenons τ = λ si nous imposons la contrainte :
gµν x˙
µx˙ν = −1 (2.37)
pour les ge´ode´siques du genre temps. Nous pouvons e´tendre la validite´ de cette e´quation
au cas des ge´ode´siques du genre lumie`re et du genre espace en remplac¸ant 1 par ε,
gµν x˙
µx˙ν = −ε. (2.38)
Nous allons utiliser cette contrainte pour e´tudier les ge´ode´siques de genre temps (ε = 1,
ds2 < 0), du genre lumie`re (ε = 0, ds2 = 0) et du genre espace (ε = −1, ds2 > 0).
Le Lagrangien (2.35) e´tant inde´pendant de t et ϕ, nous en de´duisons les deux con-
stantes du mouvement E (e´nergie) et L (moment angulaire) :
∂L
∂t˙
=
rγ(r − b)
r1+γ0
t˙ = E (2.39)
∂L
∂ϕ˙
= r1+γ0 r
1−γ sin2 θ ϕ˙ = L (2.40)
ce qui donne pour t˙ et ϕ˙
t˙ =
r1+γ0
rγ(r − b)E (2.41)
ϕ˙ =
L
r1+γ0 r
1−γ sin2 θ
. (2.42)
En remplac¸ant t˙ et ϕ˙ par leurs expressions, la contrainte (2.38) devient
r˙2 = E2 − r(r − b)θ˙2 − r − b
r
2(1+γ)
0 r
1−2γ
L2 − r
γ(r − b)
r1+γ0
ε. (2.43)
Etudions le mouvement ge´ode´sique dans le plan e´quatorial (θ = π/2). L’e´quation
(2.43) devient :
r˙2 + V = E2 (2.44)
avec
V =
r − b
r
2(1+γ)
0 r
1−2γ
L2 +
rγ(r − b)
r1+γ0
ε. (2.45)
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Examinons tout d’abord le comportement des ge´ode´siques au voisinage de l’infini du
genre espace. Lorsque r tend vers l’infini le potentiel effectif est donne´ par :
V →


r1+γ
r1+γ0
ε, ε 6= 0
r2γ
r
2(1+γ)
0
L2, ε = 0, L 6= 0
0, ε = 0, L = 0.
(2.46)
Nous voyons que les ge´ode´siques du genre espace (ε = −1) peuvent s’e´tendre jusqu’a`
r → ∞ (1 + γ > 0). Au contraire, les ge´ode´siques du genre temps (ε = 1) ne peuvent
pas s’e´tendre jusqu’a` l’infini. En effet, le potentiel effectif V tend vers l’infini (1+γ > 0)
et les ge´ode´siques du genre temps sont re´flechies par la barrie`re de potentiel. Dans le
cas des ge´ode´siques du genre lumie`re, deux cas sont a` distinguer. Premie`rement, lorsque
L = 0 ou γ ≤ 0 (α ≥ 1), les ge´ode´siques du genre lumie`re peuvent se propager jusqu’a`
l’infini. Deuxie`mement, lorsque L 6= 0 et γ > 0 (α < 1), les ge´ode´siques du genre lumie`re
sont re´flechies par la barrie`re de potentiel.
Au voisinage de l’horizon, le potentiel effectif s’annule et l’e´quation de contrainte
devient
r˙2 = E2 (2.47)
qui s’inte`gre par
r = Eλ+ cste. (2.48)
Nous voyons alors que l’horizon (r = b) se situe a` distance ge´ode´sique finie (λ fini) et
qu’il est traversable.
Finalement, au voisinage de la singularite´, le potentiel devient
V →


− b L2
r
2(1+γ)
0
r2γ−1, L 6= 0
− b ε
r1+γ0
rγ, L = 0, ε 6= 0
0, L = ε = 0.
(2.49)
Nous voyons que la singularite´ est a` distance ge´ode´sique finie. Lorsque L 6= 0, toutes
les ge´ode´siques atteignent la singularite´ (2γ − 1 < 0, −1 < γ < 1). Lorsque L = 0,
les ge´ode´siques du genre lumie`re atteignent la singularite´ (V = 0) alors que plusieurs
cas, en fonction de la valeur de γ, sont a` distinguer pour les ge´ode´siques des genres
temps et espace (ε 6= 0). Lorsque γ > 0, le potentiel effectif tend vers ze´ro et toutes les
ge´ode´siques atteignent la singularite´. Lorsque γ = 0, les ge´ode´sisques du genre temps et
les ge´ode´siques du genre espace (telle que E + b ε/r1+γ0 > 0) atteignent la singularite´.
Enfin, lorsque γ < 0, les ge´ode´siques du genre temps atteignent la singularite´ (ε = 1,
V → −∞) alors que les ge´ode´siques du genre espace sont re´flechies par la singularite´.
2.4 Diagrammes de Penrose de (2.18)
Dans cette section, nous allons construire les diagrammes de Penrose de la solu-
tion (2.18). Dans la section 2 du chapitre 1, nous avons obtenu l’extension analytique
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( a ) ( c )( b )
Fig. 2.2 – Les diffe´rents “morceaux” composant le diagramme de Penrose de la structure
conforme de la solution de Minkowski.
maximale de l’espace-temps de Minkowski en introduisant un syste`me de coordone´es
approprie´ puis nous avons construit le diagramme de Penrose correspondant. Cepen-
dant, il n’est pas toujours aise´ de trouver un tel syste`me de coordonne´es dans le cas
d’espace-temps plus complexes. Il est alors plus commode de construire le diagramme
de Penrose morceau par morceau comme nous allons le voir maintenant.
En ne´gligeant les coordonne´es angulaires, la solution (2.18) peut s’e´crire
ds2 =
rγ(r − b)
r1+γ0
(−dt2 + dx2) (2.50)
ou` nous avons introduit la nouvelle coordonne´e x de´finie par
dx =
r1+γ0
rγ(r − b)dr. (2.51)
La partie (t, r) de la me´trique (2.18) est donc conforme a` celle de la solution de Minkowski.
Par conse´quent, sa structure conforme est identique a` celle de Minkowski et les dia-
grammes de Penrose correspondants sont constitue´s des meˆmes morceaux (voir fig. 2.2)
que ceux composant le diagramme de Penrose de Minkowski (fig. 1.2).
Pour construire les diagrammes de Penrose associe´s a` la solution (2.18), il faut dis-
tinguer plusieurs cas en fonction des valeurs de la constante de couplage du dilaton α
(α = 0, 0 < α < 1, α = 1 et α > 1) et du parame`tre b (b < 0, b = 0 et b > 0).
Le cas α = 0 correspond, comme nous l’avons signale´ pre´ce´demment, a` la solution
de Bertotti-Robinson.
De´taillons la construction des diagrammes de Penrose (qui sont donne´s dans la fig.
2.3) dans le cas α = 1 (γ = 0). Lorsque b < 0, il n’y a pas d’horizon et r varie de ze´ro
(ou` se trouve la singularite´ de courbure) a` l’infini. Lorsque r tend vers ze´ro, la variable
x
x = r0 ln(r − b) + cste (2.52)
tend vers une valeur finie que nous pouvons fixer a` ze´ro en posant cste = −r0 ln(−b).
Par conse´quent, lorsque r = 0, la partie du diagramme de Penrose correspondante est
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Fig. 2.3 – Diagrammes de Penrose de (2.18) lorsque α = 1
identique a` celle de Minkowski lorsque r = 0. Il s’agit donc d’une ligne de genre temps
(verticale)(voir. 2.2 (b)). De meˆme, lorsque r tend vers l’infini la variable x tend vers
l’infini et la partie du diagramme de Penrose correspondante est alors identique a` celle
de Minkowski lorsque r tend vers l’infini (voir fig. 2.2 (c)). En re´unissant les deux parties
(b) et (c), nous voyons que le diagramme de Penrose est identique a` celui de Minkowski
(voir fig. 1.3) avec une double ligne du genre temps en r = 0 pour signaler la pre´sence
d’une singularite´ de courbure.
Lorsque b = 0, il n’y a pas d’horizon et r varie toujours de ze´ro a` l’infini. Cependant,
cette fois-ci la variable x est
x = r0 ln(r) ∈]−∞,∞[. (2.53)
Lorsque r = 0, la partie du diagramme de Penrose est identique a` celle de Minkowski
lorsque x→ −∞ (fig 2.2 (a)). Lorsque r → ∞, la partie du diagramme de Penrose est
identique a` celle de Minkowski pour x→∞ (fig. 2.2 (c)). En re´unissant les deux parties,
nous obtenons le deuxie`me diagramme de la figure 2.3 ou` la singularite´ de courbure est
signale´e par une double ligne de genre lumie`re (incline´e a` 45◦).
Le cas b > 0 est un peu plus complexe. Il y a un horizon en r = b et il faut alors
distinguer deux domaines de variation de r. Lorsque r ∈ [b,∞[, la variable x
x = r0 ln(r − b) (2.54)
varie de −∞ a` +∞. Lorsque r = b, la variable x tend vers −∞ et la partie du diagramme
de Penrose est donne´e par la figure 2.2(a). Lorsque r →∞, la variable x tend vers ∞ et
la partie du diagramme de Penrose correspondante est repre´sente´e dans la figure 2.2(c).
En regroupant les parties (a) et (c), nous obtenons le morceau de diagramme repre´sente´
dans la figure figure 2.4(b). Lorsque r ∈ [0, b[, la variable x est
x = r0 ln(b− r) + cste (2.55)
qui varie de −∞ a` 0 (cste = −r0 ln(b)). Lorsque r = b, la variable x tend vers −∞ et la
partie du diagramme de Penrose est donne´e dans la figure 2.2(a). Lorsque r = 0, x = 0
et la partie est fig. 2.2(b). Le morceau du diagramme de Penrose pour r ∈ [0, b[ est
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( a ) ( b )
Fig. 2.4 – Les deux parties constituant le diagramme de Penrose de la solution (2.18)
lorsque α = 1 et b > 0.
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Fig. 2.5 – Diagrammes de Penrose de (2.18) lorsque 0 < α < 1
donne´ par la figure 2.4(a). Le diagramme de Penrose lorsque b > 0 est un assemblage
des parties (a) et (b) de la figure 2.4 en prenant garde au changement de signature de la
me´trique, qui se traduit par un basculement (rotation de 90◦) du morceau du diagramme
de Penrose correspondant (fig. 2.4 (a) dans notre cas), lors du franchissement de l’horizon
(r = b ici).
Les diagrammes de Penrose dans les cas 0 < α < 1 et α > 1 se construisent de
manie`re similaire et sont repre´sente´s dans les figures 2.5 et 2.6.
2.5 Le formalisme quasilocal
Le formalisme quasilocal peut bien suˆr eˆtre adapte´ au cas de la gravitation en
pre´sence de sources. Le cas de la the´orie d’Einstein-Maxwell a e´te´ examine´ dans les
re´fe´rences [8, 9]. Pour EMD, le calcul a e´te´ conduit de manie`re de´taille´e dans [10]. Nous
allons maintenant rappeler les grandes lignes du calcul afin de mieux comprendre l’o-
rigine de la contribution de la matie`re a` l’e´nergie quasilocale et au moment angulaire
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Fig. 2.6 – Diagrammes de Penrose de (2.18) lorsque α > 1
quasilocal. Conside´rons la partie mate´rielle de l’action de EMD (2.1)
Sm = − 1
16π
∫
dt
∫
Σt
d3x
√
g
{
2∂µφ∂
µφ+ e−2αφFµνF
µν
}
. (2.56)
Les moments conjugue´s de φ et de Ai sont
pφ = −
√
g
4π
∂0φ, Πi =
√
g
4π
e−2αφF i0 ≡
√
g
4π
Ei (2.57)
ou` Ei est le champ e´lectrique modifie´, par rapport au cas de la the´orie d’Einstein-
Maxwell, par la pre´sence du dilaton.
En utilisant les relations
∂0φ =
4πN2√
g
pφ +N
i∂iφ, ∂
iφ = hij∂jφ+
4πN i√
g
pφ, (2.58)
F0i = N
jF¯ji +
4πN√
h
e2αφΠi, F
ij = F¯ ij +
4π√
g
(N iΠj −N jΠi)e2αφ (2.59)
(ou` F¯ij = ∂iAj − ∂jAi est un tenseur a` trois dimensions dont les indices sont e´leve´s et
abaisse´s par la me´trique hij) obtenues en utilisant la me´trique (1.17) et son inverse
gµν∂µ∂ν = −N−2∂t∂t + 2N−2N i∂i∂t + (hij −N−2N iN j)∂i∂j , (2.60)
nous pouvons re´e´crire l’action (2.56) sous la forme suivante
S =
∫
dt

∫
Σt
d3x
(
pφ∂0φ+Π
i∂0Ai −NH−N iHi
)− ∫
Σt
d3xΠi∂iA0

 (2.61)
ou`
H = 2π√
h
p2φ +
√
h
8π
hij∂iφ∂jφ+
2π√
h
e2αφΠiΠ
i +
√
h
16π
e−2αφF¯ijF¯
ij (2.62)
Hi = pφ∂iφ+ F¯ijΠj (2.63)
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sont les contraintes Hamiltoniennes associe´es aux multiplicateurs de Lagrange N et N i.
Le dernier terme dans l’action (2.61) s’inte`gre par partie :∫
Σt
d3xΠi∂iA0 =
∫
Σt
d3x ∂i(A0Π
i)−
∫
Σt
d3xA0∂iΠ
i (2.64)
puis, en utilisant le the´ore`me de Gauss, nous pouvons inte´grer le premier terme∫
Σt
d3x ∂i(A0Π
i) =
1
4π
∫
Σt
√
hDi(NA0E
i)d3x =
1
4π
∫
Srt
√
σd2xNA0E
ini (2.65)
ce qui donne finalement pour l’action (2.56)
Sm =
∫
dt

∫
Σt
d3x
(
pφ∂0φ+Π
i∂0Ai −NH−N iHi − A0HA
)− 1
4π
∫
Srt
√
σd2xNA0E
ini


(2.66)
ou`
HA = −∂iΠi = − 1
4π
∂i(
√
gEi) (2.67)
est la contrainte, qui impose que la divergence du champ e´lectrique soit nulle, associe´e
au multiplicateur de Lagrange A0. En conclusion, nous voyons que le dilaton ne con-
tribue pas directement a` l’e´nergie quasilocale. Il n’apparaˆıt qu’indirectement, dans la
contribution du champ e´lectromagne´tique (dans le Ei).
Les contributions a` l’e´nergie quasilocale et au moment angulaire quasilocal de la
partie mate´rielle (2.56) de EMD sont donc :
Em =
∫
Srt
A0Π¯
inid
2x, Jm = −
∫
Srt
AϕΠ¯
inid
2x (2.68)
ou` nous avons introduit Π¯i = (
√
σ/
√
h)Πi.
2.6 Masse et thermodynamique des solutions non
asymptotiquement plates
Nous sommes maintenant en mesure de calculer la masse des solutions (2.18). En
regroupant la contribution gravitationnelle (1.23) et la contribution mate´rielle (2.68),
nous obtenons la formule suivante pour l’e´nergie quasilocale
E =
∮
Srt
(
N(ǫ− ǫ0) + 2N iπijnj + A0(Π¯i − Π¯i0)ni
)
d2x (2.69)
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ou` nous avons retranche´ la contribution d’une solution de fond statique (N i0 = 0). Cette
solution de fond est choisie de telle sorte que les N , N i,
√
σ et A0 de la solution dont
nous voulons calculer l’e´nergie quasilocale et ceux de la solution de fond co¨ıncident sur
la surface d’inte´gration Srt , afin de pouvoir imposer les meˆmes conditions aux limites
de type Dirichlet. La masse est donne´e par l’e´nergie quasilocale (2.69) calcule´e sur une
surface a` l’infini S∞t .
Commenc¸ons par calculer la masse de la version e´lectrique (2.19) de la solution
(2.18). En comparant (1.17) et (2.18), nous en de´duisons
N =
√
rγ(r − b)
r1+γ0
, N i = 0, hijdx
idxj =
r1+γ0
rγ(r − b)
[
dr2 + r(r − b)dΩ2] . (2.70)
De plus, la me´trique de Srt = Σt ∩ Σr (voir section 1.3 et fig. 1.4) est donne´e par
σabdx
adxb = (hab − nanb)dxadxb = r1+γ0 r1−γdΩ2 (2.71)
qui est la me´trique d’une sphe`re ou`
nr =
√
rγ(r − b)
r1+γ0
(2.72)
est la normale aux hypersurfaces Σr. La solution (2.18) e´tant statique (N i = 0), le
deuxie`me terme dans la formule (2.69) ne contribue pas. Calculons les deux autres
termes. Le premier terme est proportionnel a` la courbure extrinse`que de Srt :
k = σµαDαnµ = −
(
σθθ 3Γrθθ + σ
ϕϕ 3Γrϕϕ
)
nr =
γ − 1√
r1+γ0
r
γ−1
2
√
1− b
r
(2.73)
ou`D est la de´rive´e covariante et 3Γ sont les symboles de Christoffel associe´s a` la me´trique
hij
3Γrϕϕ = sin
2 θ 3Γrθθ =
1− γ
2
(r − b) sin2 θ. (2.74)
Le deuxie`me terme est proportionnel au moment conjugue´ de Ar
Πr = Π¯rnr = − 1
4π
√
1 + γ
2
r0 sin θ. (2.75)
Les deux termes contribuant a` l’e´nergie quasilocale sont donc
Nǫ =
γ − 1
8π
r sin θ, A0Π
r = −1 + γ
8π
r sin θ. (2.76)
Or, nous voyons que ces deux termes divergent lorsque r tend vers l’infini ce qui n’est
pas surprenant puisque, comme nous l’avons fait remarque´ dans le chapitre 1 (section 3),
ceci est ge´ne´ralement le cas. Il est ne´cessaire de retrancher la contribution d’une solution
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de fond. Le choix le plus logique semble eˆtre de choisir le fond charge´ (b = 0) sur lequel
les trous noirs existent. Nous pouvons ve´rifier que ce choix implique bien que les (N , N i,√
σ et At) co¨ıncident avec les (N0, N
i
0,
√
σ0 et A
0
t ) sur la surface d’inte´gration S
∞
t . La
contribution de la solution de fond e´tant ajoute´e pour annuler la contribution du terme
dominant dans l’e´nergie, il faut tenir compte de l’ordre d’approximation suivant en 1/r
pour ǫ et Πr. Pour le terme gravitationnel, nous avons
ǫ =
γ − 1
8π
√
r1+γ0 r
1−γ
2
(
1− b
2r
+ · · ·
)
sin θ (2.77)
et la contribution du terme gravitationnel a` l’e´nergie devient
N(ǫ− ǫ0) = 1− γ
16π
b sin θ. (2.78)
Dans le cas de la contribution e´lectromagne´tique, Πr est constant et ne de´pend pas de
b. Il s’ensuit que Πr0 = Π
r et que la contribution du terme e´lectromagne´tique est nulle
A0(Π
r − Πr0) = 0. (2.79)
En regroupant les deux contributions, nous obtenons pour la masse
M = 1− γ
4
b. (2.80)
Nous pouvons aussi calculer la tempe´rature (en utilisant la formule (1.42)) et l’en-
tropie du trou noir
T =
1
2π
(ni∂iN)|h = b
γ
4πr1+γ0
, (2.81)
S =
A
4
=
1
4
1
4π
∫ √
σdθdϕ = πr1+γ0 b
1−γ . (2.82)
Nous pouvons maintenant ve´rifier si la version e´lectrique de la solution (2.18) ve´rifie
la premie`re loi de la thermodynamique des trous noirs. Nous avons :
dM = 1− γ
4
db, TdS − A0dQ = 1− γ
4
db− 1 + γ
4r0
b dr0. (2.83)
La premie`re loi est donc satisfaite uniquement si dr0 = 0, c’est-a`-dire si nous fixons la
valeur de la charge e´lectrique. Ce re´sultat peut se comprendre en se rappelant que la
charge e´lectrique n’est pas associe´e au trou noir mais au fond sur lequel le trou noir se
forme. Il est donc logique de ne pas varier la charge puisque ce n’est pas un parame`tre
du trou noir. De plus, en calculant la masse avec le formalisme quasilocal nous avons
de´ja` retranche´ la contribution du fond. En conclusion, la version e´lectrique de la solution
(2.18) ve´rifie la premie`re loi si nous ne varions pas la charge (ce qui semble logique au
regard de ce que nous avons dit plus haut). Cependant, seule une e´tude approfondie de la
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thermodynamique de ces trous noirs au comportement asymptotique atypique pourrait
ente´riner ce re´sultat.
Remarquons que la premie`re loi de´pend de la jauge dans laquelle nous e´crivons A0.
Dans le cas d’un trou noir asymptotiquement plat, il y a une jauge naturelle qui est
celle dans laquelle A0 est fini sur l’horizon et nul a` l’infini. Dans le cas d’un trou noir
non asymptotiquement plat il n’y a pas de choix de jauge pre´ferentiel car A0 diverge a`
l’infini.
Nous pourrions bien suˆr refaire le meˆme genre de calcul dans le cas de la version
magne´tique (2.22), mais nous pouvons obtenir le re´sultat sans calcul en faisant les re-
marques suivantes. Tout d’abord A0 = 0 et donc le troisie`me terme ne contribue pas
a` l’e´nergie quasilocale. Donc, seul le premier terme contribue, comme pour la version
e´lectrique. Or, ce terme ne de´pend que de quantite´s calcule´es a` partir de la me´trique.
La me´trique e´tant la meˆme pour la version e´lectrique et pour la version magne´tique,
la contribution de ce terme a` l’e´nergie quasilocale sera la meˆme que pour la version
e´lectrique. Autrement dit la masse de la version magne´tique est la meˆme (2.80) que
celle de la version e´lectrique. Concernant la premie`re loi, nous avons
dM = 1− γ
4
db, TdS =
1− γ
4
db+
1 + γ
4r0
b dr0. (2.84)
et donc la meˆme conclusion que pour la version e´lectrique.
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Chapitre 3
Nouvelles solutions trou noir de
EMD pour α2 = 3
Dans ce chapitre nous allons construire de nouvelles solutions de la the´orie d’Einstein-
Maxwell dilatonique pour la valeur particulie`re de la constante de couplage du dilaton
α2 = 3. Pour cela, nous allons tout d’abord introduire le lien unissant EMD3 (EMD avec
α2 = 3) et la the´orie d’Einstein a` cinq dimensions (E5) ainsi que le mode`le σ de E5.
Puis nous utiliserons ces deux ingre´dients pour ge´ne´rer de nouvelles solutions de EMD3
et pour montrer quels sont les liens unissant ces nouvelles solutions et les solutions de
E5. Pour finir, en utilisant le formalisme quasilocal, que nous avons adapte´ a` EMD dans
la section 5 du chapitre pre´ce´dent, nous calculerons les masses et moments angulaires
des nouvelles solutions.
Dans ce chapitre, le syste`me d’unite´ utilise´ est tel que G = 1.
3.1 Lien entre EMD3 et la the´orie d’Einstein a` cinq
dimensions
Avant d’aborder le lien existant entre EMD3 et E5, nous allons tout d’abord intro-
duire la notion de mode`le σ [1, 2, 3]. SoitM un espace Riemannien de dimension m de
me´trique gµν(x) et N un espace de dimension n (appele´ espace des potentiels ou espace
cible) de me´trique GAB(Φ). On dit que l’espace M admet un mode`le σ si il existe une
fonction ΦA(xµ) de M dans N dite harmonique, c’est-a`-dire satisfaisant aux e´quations
d’Euler-Lagrange de´rivant de l’action
Sσ =
∫ √
g GAB gµνΦA,µΦB,ν . (3.1)
Nous voyons que (3.1) est invariante sous les transformations infinite´simales
ΦA → ΦA + ǫXA(Φ) (3.2)
si XA est un vecteur de Killing de N , c’est-a`-dire si X(A;B) = 0. L’un des inte´reˆts du
mode`le σ est que les transformations finies (re´sultant des transformations infinite´simales
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(3.2)) peuvent eˆtre utilise´es pour ge´ne´rer une nouvelle solution (Φ
′
, g
′
) a` partir d’une
solution connue (Φ, g). Les the´ories d’Einstein [4] et d’Einstein-Maxwell [5, 6] admettent
un tel mode`le. Le mode`le σ est couple´ a` la gravitation
Sσ =
1
2
∫ (Rij − GAB∂iΦA∂jΦB)hij√hd3x. (3.3)
Les e´quations du mouvement de ce mode`le sont l’e´quation d’Einstein a` trois dimensions
et les e´quations du mouvement des ΦA
Rij = GAB∂iΦA∂jΦB (3.4)
1√
h
∂i(
√
hhijGAB∂jΦB) = 0. (3.5)
Les mode`les σ de nombreuses the´ories a` quatre dimensions, de´crivant la Relativite´
Ge´ne´rale couple´e a` des champs de jauge abe´liens et a` des champs scalaires, sont de´rive´s
dans la re´fe´rence [7]. Mentionnons aussi les travaux de Geroch [8] et Cremmer et al. [9].
Dans l’article [10], les auteurs ont montre´ que, dans le cas ge´ne´ral (α 6= 0,√3),
les ge´ne´rateurs du groupe laissant invariant le mode`le σ de EMD sont au nombre de
cinq et que trois de ces ge´ne´rateurs conduisent a` des transformations de jauge. Les
deux autres transformations sont des combinaisons de translations du dilaton et de
transformations d’e´chelle. Le faible nombre de transformations non triviales du groupe
dans le cas α 6= 0,√3 rend de´licate la ge´ne´ration de nouvelles solutions, bien que cela
soit possible [10]. Au contraire, dans les cas particuliers α = 0 et α2 = 3, le nombre de
ge´ne´rateurs est de huit. Parmi les transformations associe´es se trouvent, entre autres,
les transformations de Ehlers et Harrison [11, 12] qui sont absentes dans le cas ge´ne´ral
(α 6= 0,√3). Les transformations du groupe sont alors suffisamment ge´ne´rales pour
permettre de ge´ne´rer plus facilement de nouvelles solutions que dans le cas ge´ne´ral
(α 6= 0,√3).
Dans le cas α = 0, le dilaton se de´couple du champ e´lectromagne´tique. Ce cas est
donc peu inte´ressant a` e´tudier. Nous allons nous concentrer, dans le reste du chapitre,
sur le cas α2 = 3. Or, dans ce cas, EMD peut eˆtre obtenue par re´duction dimensionnelle
de la the´orie d’Einstein a` cinq dimensions (E5). En effet, en supposant l’existence d’un
vecteur de Killing du genre espace (∂5), toute solution de E5
S5 =
1
16π
∫ √
GR5d
5x (3.6)
peut eˆtre e´crite sous la forme
ds25 = e
2φ/
√
3ds24 + e
−4φ/
√
3(dx5 + 2Aµdx
µ)2 (3.7)
ou` ds24, φ et Aµ sont inde´pendants de x
5. En utilisant cette parame´trisation de la
me´trique, la courbure scalaire a` cinq dimensions se de´compose de la fac¸on suivante
√
GR5 =
√
g4
[
R4 − 2(∂φ)2 − 1
4
e−2
√
3φF 2 − 2√
3
∇2φ
]
(3.8)
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et nous retrouvons l’action de EMD3 (en ne´gligeant la divergence).
Donc, a` toute solution ds24 de EMD3 correspond une solution de E5.
Les solutions de´crivant des trous noirs de E5 sont bien connues. Il existe trois familles
de solutions de´crivant des trous noirs asymptotiquement plats de E5. Gibbons et Wilt-
shire [13] ont obtenu les solutions de´crivant des trous noirs a` syme´trie sphe´rique dans
trois des quatre dimensions d’espace. Cette solution fut ensuite ge´ne´ralise´e au cas sta-
tionnaire par Rasheed [14]. Les solutions de´crivant des trous noirs a` syme´trie sphe´rique
dans les quatre dimensions d’espace ont e´te´ obtenues par Tangherlini [15]. Elles ont
ensuite e´te´ ge´ne´ralise´es au cas stationnaire par Myers et Perry [16]. Enfin, re´cemment,
Reall et Emparan ont obtenu des solutions de´crivant des anneaux noirs [17].
De´rivons maintenant le mode`le σ de E5. Pour cela, nous allons utiliser le formalisme
de Maison [18] pour re´duire la the´orie de cinq a` trois dimensions. La me´trique a` cinq
dimensions doit posse´der deux vecteurs de Killing, l’un de genre espace ∂5 et l’autre de
genre temps ∂t. Elle peut alors se mettre sous la forme
ds25 = GABdx
AdxB = λab(dx
a +aai dxi)(dxb +abjdxj) + τ−1hijdxidxj (3.9)
ou` λab, τ = |det(λ)|, aai et hij ne de´pendent pas des coordonne´es x4 = t et x5. Les
indices i, j . . . varient de 1 a` 3 alors que les indices a, b . . . prennent les valeurs 4 et 5.
Les composantes 5Rai = 0 de l’e´quation d’Einstein
5RAB = 0 sont trivialement
satifaites en introduisant le 2-vecteur ωa tel que
ωa,i ≡ |h|−1/2τλabhilǫjklabj,k (3.10)
(dω est le dual de da). En utilisant (3.9) et (3.10), les deux autres composantes 5Rab et
5Rij deviennent
(χ−1χ,i);i = 0, (3.11)
Rij = 1
4
Tr(χ−1χ,iχ
−1χ,j) (3.12)
ou` χ est une matrice anti-unimodulaire
χ =
(
λab − τ−1ωaωb −τ−1ωa
−τ−1ωb −τ−1
)
. (3.13)
Ces deux e´quations de´rivent de l’action
Sσ =
∫ √
h d3x
(
R− 1
4
Tr
(
χ−1χ,iχ
−1χ,i
))
. (3.14)
Nous avons ainsi obtenu le mode`le σ de E5 qui est parame´trise´ par la matrice χ ∈
SL(3, R)/SO(3), la me´trique de l’espace cible e´tant
dl2 =
1
4
Tr
(
dχdχ−1
)
. (3.15)
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En particulier, nous voyons imme´diatement que l’action (3.14) est invariante sous la
transformation
χ→ χ¯ = UTχU, U ∈ SL(3, R). (3.16)
Nous utiliserons dans les sections suivantes cette transformation pour ge´ne´rer de nou-
velles solutions (χ¯, G¯) de E5 conduisant a` de nouvelles solutions de EMD en utilisant
(3.7). De meˆme, remarquons que les e´quations du mouvement (3.11) et (3.12) sont
elles aussi invariantes sous la transformation (3.16). De (3.11), nous de´duisons que
χ−1χ,i = χ¯−1χ¯,i = cste. En reportant ce re´sultat dans (3.12), nous voyons que Rij = R¯ij
et donc que hij = h¯ij . Donc, toutes solutions χ et χ¯ relie´es par la transformation (3.16)
posse`dent force´ment la meˆme me´trique re´duite hij .
Conside´rons maintenant le cas particulier ou` la matrice χ ne de´pend des coordonne´es
xi que par l’interme´diaire d’un potentiel σ, χ(σ(xi)). Nous pouvons montrer que le
potentiel σ peut toujours eˆtre choisi harmonique (∆σ = 0). Pour cela, utilisons la
parame´trisation du mode`le σ en fonction des ΦA. Si nous faisons l’hypothe`se que les ΦA
ne de´pendent des xi uniquement par l’interme´diaire d’un potentiel σ, c’est-a`-dire que
ΦA = ΦA(σ(xi)), alors l’e´quation pour les potentiels ΦA (3.5) devient [1, 3] :
dΦA
dσ
Di∂
iσ +
(
d2ΦA
dσ2
+ ΓABC
dΦB
dσ
dΦC
dσ
)
∂iσ∂
iσ = 0. (3.17)
Les ΦA e´tant des fonctions de σ seulement, nous pouvons re´e´crire (3.17) de la fac¸on
suivante
Di∂
iσ = −
d2ΦA
dσ2
+ ΓABC
dΦB
dσ
dΦC
dσ
dΦA
dσ
∂iσ∂
iσ = g(σ)∂iσ∂
iσ. (3.18)
Or, comme les xi sont de´finis a` une transformation de coordonne´es pre`s, xi → x′i(xi),
nous avons la meˆme liberte´ de choix pour le potentiel σ, σ → σ′(σ). Cette liberte´ de
choix du σ peut eˆtre utilise´e pour mettre (3.18) sous la forme (∂iσ∂
iσ 6= 0)
Di∂
iσ = 0. (3.19)
En utilisant cette relation, (3.5) devient
d2ΦA
dσ2
+ ΓABC
dΦB
dσ
dΦC
dσ
= 0 (3.20)
qui est simplement l’e´quation des ge´ode´siques sur l’espace cible.
En utilisant a` nouveau la parame´trisation du mode`le σ en fonction de χ, nous avons
pour l’e´quation des ge´ode´siques de l’espace cible (3.11) et l’e´quation d’Einstein a` trois
dimensions (3.12)
d
dσ
(
χ−1
dχ
dσ
)
= 0 (3.21)
Rij = 1
4
Tr
(
χ−1
dχ
dσ
)2
∂iσ∂jσ. (3.22)
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L’e´quation des ge´ode´siques (3.21) admet pour solution
χ = ηeAσ (3.23)
ou` η et A sont deux matrices constantes. Donc, toute solution de EMD dont la matrice
χ peut se mettre sous la forme χ(σ(xi)) est repre´sente´e par une ge´ode´sique dans l’espace
cible. Les e´quations (3.22) et (3.15) deviennent
Rij = 1
4
Tr(A2)∂iσ∂jσ (3.24)
dl2 =
1
4
Tr(A2)dσ2. (3.25)
Donc, en particulier, nous voyons que les solutions ayant une matrice A telle que
Tr(A2) = 0, sont des ge´ode´siques du genre lumie`re de l’espace cible. De plus, les com-
posantes du tenseur de Ricci sont nulles. Or, a` trois dimensions, le tenseur de Riemann
e´tant une combinaison line´aire du tenseur de Ricci et de sa trace, nous en de´duisons
que les composantes du tenseur de Riemann sont elles aussi nulles. Donc, les solutions
avec Tr(A2) = 0 sont des ge´ode´siques du genre lumie`re de l’espace cible repre´sentant
des solutions de EMD ayant des sections spatiales hij plates.
Dans le cas ou` les sections spatiales hij sont plates, l’e´quation de Laplace, ∆σ = 0,
admet comme solution σ = 1/~r. A partir de cette solution, nous pouvons construire une
solution multi-centres
σ =
∑
i
σi =
∑
i
ci
|~r − ~ri| , χ = η e
A
∑
i σi . (3.26)
Pour finir signalons que nous pouvons aussi conside´rer le cas ou` χ de´pend de plusieurs
potentiels [19, 20]
χ = ηe
∑
aAaσa (3.27)
et de´river les conditions ne´cessaires pour pouvoir construire les solutions multi-centres
correspondantes.
3.2 Ge´ne´ration de solutions en rotation - Secteur
magne´tique
Dans cette section, nous allons conside´rer uniquement la version magne´tique (2.22)
de la solution (2.18). Dans le cas α2 = 3, la solution s’e´crit :
ds2 = −r
−1/2(r − b)√
r0
dt2 +
√
r0
r−1/2(r − b) [dr
2 + r(r − b)dΩ2], (3.28)
F =
r0
2
sin θ dθ ∧ dϕ, e2
√
3φ =
(
r
r0
)− 3
2
. (3.29)
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Son partenaire a` cinq dimensions s’obtient facilement en utilisant la formule (3.7) :
ds25 = −
r − b
r
dt2 +
r0
r − b
(
dr2 + r(r − b)dΩ2)+ r
r0
(
dx5 − r0 cos θ dϕ
)2
. (3.30)
Deux points sont a` souligner concernant cette solution. Premie`rement, cette solution
posse`de la meˆme me´trique re´duite hij que la me´trique de Schwarzschild plonge´e dans
cinq dimensions (b = 2M)
ds25 =
(
dx5
)2 − r − b
r
dt2 +
r
r − b
(
dr2 + r(r − b)) dΩ2. (3.31)
Par conse´quent, comme nous l’avons vu dans la section pre´ce´dente, ces deux me´triques
sont lie´es par la transformation (3.16),
χm = U
T
mχSUm (3.32)
ou` χm et χS
χm =

 −r−br 0 00 − br
r0(r−b)
r
r−b
0 r
r−b − r0r−b

 , χS =

 −r−br 0 00 1 0
0 0 − r
r−b

 , (3.33)
sont les matrices associe´es aux solutions (3.30) et (3.31), respectivement. La matrice Um
est
Um =


1 0 0
0 0
√
r0
b
0 −
√
b
r0
√
r0
b

 . (3.34)
Deuxie`mement, la me´trique (3.30) peut-eˆtre re´e´crite sous la forme (en posant r =
x2/4r0 et x
5 = r0η)
ds25 = −
(
1− µ
x2
)
dt2 +
(
1− µ
x2
)−1
dx2 + x2 dΩ23 , (3.35)
ou` dΩ23 est la me´trique d’une 3-sphe`re de rayon unite´,
dΩ23 =
1
4
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2 + (dη − cos θ dϕ)2) . (3.36)
Or, nous reconnaissons dans cette me´trique la solution de Tangherlini [15] qui est con-
tenue dans la solution plus ge´ne´rale de Myers et Perry [16] (la solution de Tangherlini
s’obtient en prenant les deux moments angulaires a± = 0) :
ds25 = −dt2 +
µ
ρ2
[
dt+ a+ sin
2 θ¯ dϕ+ + a− cos
2 θ¯ dϕ−
]2
+ ρ2 dθ¯2
+(x2 + a2+) sin
2 θ¯ dϕ2+ + (x
2 + a2−) cos
2 θ¯ dϕ2− +
ρ2x2
Θ
dx2 (3.37)
50
3.2. Ge´ne´ration de solutions en rotation - Secteur magne´tique
χ S Um
( 2 )
partenaire à 5D du trou noir non
asymptotiquement plat chargé magnétiquement
( 1 )
4D
Trou noir non asymptotiquement plat chargé magnétiquement
( 3.7 )
réduction dimensionnelle
par rapport à
Schwarzschild
plongée dans 5D
TU m
x5 = r0 η
5D
Myers et Perry statique
( solution de Tangherlini )
Fig. 3.1 – Les deux fac¸ons de construire la solution (3.28)-(3.29).
avec
ρ2 = x2 + a2+ cos
2 θ¯ + a2− sin
2 θ¯ , Θ = (x2 + a2+)(x
2 + a2−)− µx2, (3.38)
θ¯ =
θ
2
, ϕ± =
ϕ± η
2
. (3.39)
Autrement dit, dans le cas α2 = 3, la version magne´tique de la solution (2.18) peut-
eˆtre obtenue de deux manie`res diffe´rentes (voir fig 3.1) :
1) En appliquant la transformation Um sur la matrice χS associe´e a` la me´trique de
Schwarzschild plonge´e dans cinq dimensions, nous obtenons une matrice χm associe´e a`
la solution (3.30). Puis nous utilisons (3.7) pour passer de la solution a` cinq dimensions
(3.30) de E5 a` la solution a` quatre dimensions (3.28)-(3.29) de EMD3.
2) En re´duisant la me´trique de Myers et Perry statique (la solution de Tangherlini)
par rapport au vecteur de Killing ∂5 (x
5 = r0η).
La transformation (3.32) fait passer d’une solution asymptotiquement plate a` une
solution non asymptotiquement plate, tout en ge´ne´rant une charge magne´tique. Donc,
nous pouvons pre´voir que, en appliquant Um sur la matrice χK
χK =
1
f 20

 −(r − b)2 − a20 cos2 θ 0 a0b cos θ0 f 20 0
a0b cos θ 0 −Σ0

 (3.40)
repre´sentant la solution de Kerr plonge´e dans cinq dimensions (solution asymptotique-
ment plate en rotation qui se re´duit a` Schwarzschild en prenant le parame`tre associe´ a`
la rotation a0 nul),
ds2 = − f
2
0
Σ0
(dt− ω0dϕ)2 + Σ0
(
dr2
∆0
+ dθ2 +
∆0 sin
2 θ
f 20
dϕ2
)
+ (dx5)2 (3.41)
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avec
∆0 = r
2 − br + a20, Σ0 = r2 + a20 cos2 θ, (3.42)
f 20 = ∆0 − a20 sin2 θ, ω0 = −
a0br sin
2 θ
f 20
, (3.43)
nous obtiendrons une solution ge´ne´ralisant (3.28)-(3.29) par une rotation (une solution
non asymptotiquement plate en rotation charge´e magne´tiquement). En appliquant la
transformation (3.32) nous obtenons la nouvelle matrice χKm
χKm =
1
f 20


−(r − b)2 − a20 cos2 θ −a0b
√
b
r0
cos θ a0
√
br0 cos θ
−a0b
√
b
r0
cos θ − b
r0
Σ0 Σ0
a0
√
br0 cos θ Σ0 −r0r

 . (3.44)
En comparant cette matrice avec (3.13) nous en de´duisons les quantite´s τ , λab et ωa.
Puis, en utilisant la relation de dualite´ (3.10), nous obtenons les aai a` partir des ωa.
Nous pouvons alors reconstruire la me´trique associe´e a` la matrice χKm et nous obtenons
la me´trique a` cinq dimensions suivante (x5 = r0η) :
ds25 = −
(
1− b
r
)
ψ2 +
a0
√
br0 cos θ
r
2ψξ +
r0Σ0
r
ξ2
+
r0r
f 20
(
f 20
∆0
dr2 + f 20 dθ
2 +∆0 sin
2 θ dϕ2
)
. (3.45)
ou`
ψ = dt+
a0
√
br0r sin
2 θ
f 20
dϕ , ξ = dη − ∆0 cos θ
f 20
dϕ , (3.46)
qui est le partenaire a` cinq dimensions de la solution
ds24 = −
f 20√
r0rΣ0
(
dt+
√
br0a0r sin
2 θ
f 20
dϕ
)2
+
√
r0rΣ0
(
dr2
∆0
+dθ2+
∆0 sin
2 θ
f 20
dϕ2
)
, (3.47)
A = −r
2 + a20
Σ0
r0
2
cos θ
(
dϕ− a0
√
b√
r0(r2 + a20)
dt
)
, e2φ/
√
3 =
√
r0r
Σ0
, (3.48)
qui ge´ne´ralise effectivement (3.28)-(3.29) par l’ajout d’un nouveau parame`tre a0 lie´ au
moment angulaire. La charge magne´tique
P =
1
4π
∫
Fθϕdθdϕ =
1
2
Aϕ]
θ=0
θ=π = −
r0
2
(3.49)
est identique a` celle du cas statique. La masse et le moment angulaire de cette solution
sont (voir section 6 pour le calcul)
M = 3b
8
, J =
a0
√
br0
2
. (3.50)
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La masse est la meˆme que dans le cas statique. Les diagrammes de Penrose de cette
solution sont donne´s dans la figure 3.2. Il sont identiques a` ceux bien connus de la
solution de Reissner-Nordstro¨m (le “roˆle” de la charge e´lectrique est ici tenu par le
moment angulaire a0).
Lorsque b2 > 4a20, la solution de´crit un trou noir en rotation posse´dant deux horizons
situe´s en r±
r± =
1
2
(
b±
√
b2 − 4a20
)
. (3.51)
Lorsque b2 = 4a20, la solution de´crit un trou noir extreˆme. Les deux horizons co¨ıncident
en rh = r+ = r− = b/2. Enfin, lorsque b2 < 4a20, la solution de´crit une singularite´ nue.
Quelque soit b, la singularite´ de courbure, de genre temps, est situe´e en r = 0. Nous
voyons sur les diagrammes de Penrose (fig. 3.2) que les solutions stationnaires ont la
meˆme structure conforme a` l’infini que dans le cas statique.
D’autre part, comme la solution (3.30), nous pouvons montrer que la solution (3.45)
est elle aussi lie´e a` la me´trique de Myers et Perry. En effet, en posant
θ¯ =
θ
2
, ϕ± =
ϕ± η
2
, x2 = 4r0r − a¯2, µ = 4r0b, a+ = a− = a¯ = −4r0a0√
µ
(3.52)
la me´trique (3.45) se re´duit a` la me´trique de Myers et Perry avec les deux moments
angulaires a± e´gaux. Donc (3.47)-(3.48), comme (3.28)-(3.29), peut-eˆtre obtenue de deux
fac¸ons diffe´rentes. Soit par re´duction dimensionnelle de la me´trique de Myers et Perry
avec deux moments angulaires e´gaux (par rapport a` ∂5 = ∂η/r0), soit en utilisant la
transformation (3.16) sur la me´trique de Kerr plonge´e dans cinq dimensions puis la
formule (3.7).
Nous avons donc vu que la version magne´tique de (2.18)(dans le cas α2 = 3) s’obtient
par re´duction dimensionnelle de la me´trique de Myers et Perry avec a± = 0 et que sa
ge´ne´ralisation en rotation (3.47) s’obtient par re´duction dimensionnelle de la me´trique
de Myers et Perry avec a+ = a−. Nous pouvons donc nous demander ce que nous
obtiendrions en re´duisant dimensionnellement la me´trique de Myers et Perry la plus
ge´ne´rale (a+ 6= a−) par rapport a` ∂5 = ∂η/r0. Comme nous pouvions le supposer, nous
obtenons une solution encore plus ge´ne´rale que (3.47)-(3.48) :
ds24 = −
f 2√
ΠA
(
dt− ω¯ dϕ
)2
+
√
ΠA
(
dr2
∆
+ dθ2 +
∆sin2 θ
f 2
dϕ2
)
, (3.53)
A = − r0
2A
{[
(∆ + br) cos θ − bβδ
2r0
− βδ
2r0
(r − b/2) sin2 θ
]
dϕ
− b
2r0
(δ − β cos θ) dt
}
, (3.54)
e2φ/
√
3 =
√
Π
A
, (3.55)
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III
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III
( a ) ( b )
( c )
Fig. 3.2 – Diagrammes de Penrose de la solution (3.47). Dans les cas (a) et (b), les
diagrammes sont des tours infinies constitue´es par un empilement infini du meˆme motif.
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avec
∆ =
(
r − b
2
)2
− β¯
2δ¯2
4r20
, f 2 = ∆− β
2δ¯2
4r20
sin2 θ , a± = β ± δ ,
A = r2 +
b
4r0
(δ − β cos θ)2 − β
2δ2
4r20
cos2 θ , Π = r0r +
βδ
2
cos θ , (3.56)
ω¯ =
βb(r − δ2/2r0)
2f 2
sin2 θ (β¯2 = br0 − β2, δ¯2 = br0 − δ2) .
Cette solution de´crit un trou noir dyonique (charge´ e´lectriquement et magne´tiquement)
en rotation qui posse`de deux horizons situe´s en r±
r± =
b
2
± β¯δ¯
2r0
. (3.57)
La charge magne´tique (toujours identique au cas statique) et la charge e´lectrique sont
P = −r0
2
, Q =
∫
e−2
√
3φF tr
√
gdθdϕ = − bδ
2r0
. (3.58)
Ces deux re´sultats peuvent eˆtre compris en examinant le terme dominant de Aϕ pour P
et le terme dominant de A0 pour Q. En effet, le terme dominant de Aϕ est −r0 cos θ/2
qui conduit a` P = −r0/2 en utilisant (3.49). Le terme dominant de A0 est proportionnel
a` (δ− β cos θ). Or, l’inte´gration du terme β cos θ multiplie´ par le sin θ provenant du √g
donne ze´ro. Il ne reste donc que la contribution du terme proportionnel a` δ conduisant
au re´sultat ci-dessus.
Lorsque δ = 0, nous retrouvons (en posant β = −2a0
√
r0/b) la solution (3.47).
Lorsque β = 0, la solution de´crit un trou noir dyonique statique posse´dant deux horizons
si br0 > δ
2, un trou noir statique extreˆme (r+ = r−) si br0 = δ2 et une singularite´ nue si
br0 < δ
2.
Finalement, en se souvenant que la transformation (3.32) fait passer d’une solution
asymptotiquement plate a` une solution non asymptotiquement plate tout en ge´ne´rant
une charge magne´tique, nous conjecturons que ce dyon en rotation peut aussi eˆtre obtenu
par application de Um sur la matrice associe´e a` la me´trique de Kerr-Newman charge´e
e´lectriquement plonge´e dans cinq dimensions.
3.3 Ge´ne´ration de solutions en rotation - Secteur
e´lectrique
Les versions e´lectriques des solutions de´rive´es dans la section pre´ce´dente peuvent eˆtre
obtenues aise´ment en utilisant la transformation de dualite´ (2.2). Cependant, comme
nous allons le voir, les liens entre les versions e´lectriques et leurs partenaires a` cinq
dimensions valent aussi la peine d’eˆtre e´tudier.
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Cette fois-ci, nous prenons comme point de de´part la version e´lectrique (2.18)-(2.19) :
ds2 = −r
−1/2(r − b)√
r0
dt2 +
√
r0
r−1/2(r − b) [dr
2 + r(r − b)dΩ2], (3.59)
F =
1
2r0
dr ∧ dt, e2
√
3φ =
(
r
r0
) 3
2
. (3.60)
La me´trique de la version e´lectrique e´tant la meˆme que celle de la version magne´tique,
il en re´sulte que, comme dans la section pre´ce´dente, le partenaire a` cinq dimensions :
ds25 =
r0
r
(
dx5 +
r − b
r0
dt
)2
− r − b
r0
dt2 +
r
r − b
(
dr2 + r(r − b)) dΩ2 (3.61)
posse`de la meˆme me´trique re´duite hij que la me´trique de Schwarzschild plonge´e dans
cinq dimensions (3.31) (qui est contenue dans la solution de Rasheed [14]). Ces deux
solutions sont donc relie´es entre elles par la transformation :
χe = U
T
e χSUe (3.62)
ou`
χe =

 − b(r−b)r0r r−br 0r−b
r
r0
r
0
0 0 − r
r−b

 , Ue =


√
b
r0
−√ r0
b
0
0
√
r0
b
0
0 0 1

 (3.63)
et χS est la matrice associe´e a` la me´trique de Schwarzschild plonge´e dans cinq dimensions
(3.31) dont l’expression est donne´e en (3.33). D’autre part, (3.61) peut se re´e´crire sous
la forme
ds25 = −
b
r0
r − b
r
(
dt− r0
b
dx5
)2
+
r
r − b dr
2 + r2 dΩ2 +
r0
b
(dx5)2 (3.64)
qui se de´duit de la me´trique de Schwarzschild plonge´e dans cinq dimensions (3.31) par
la transformation
x5 → γx5, t→ γ−1t− γx5, γ =
√
r0
b
. (3.65)
Effectuer une telle transformation n’est pas anodin. Premie`rement, dans le contexte
de la the´orie de Kaluza-Klein, la re´duction dimensionnelle se fait en supposant la coor-
donne´e x5 pe´riodique. Il s’ensuit que la nouvelle coordonne´e de temps dans la me´trique
de Schwarzschild “twiste´e” (3.64) est elle aussi pe´riodique.
Deuxie`mement, en prenant comme point de de´part une solution de Kaluza-Klein a`
syme´trie sphe´rique neutre (Schwarzschild plonge´e dans cinq dimensions) dont la matrice
χ est donne´e en (3.33), nous pouvons ge´ne´rer une solution de Kaluza-Klein a` syme´trie
sphe´rique charge´e e´lectriquement en utilisant la matrice V
V =

 coshα sinhα 0sinhα coshα 0
0 0 1

 . (3.66)
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Nous obtenons la matrice χ¯ = V TχSV ,
χ¯ =

 −f cosh2 α + sinh2 α br coshα sinhα 0b
r
coshα sinhα cosh2 α− f sinh2 α 0
0 0 −f−1

 , (3.67)
ou` f = 1− b/r, qui correspond a` la me´trique suivante :
ds25 = (−f cosh2 α + sinh2 α)dt2 + 2
b
r
coshα sinhαdtdx5
+(cosh2 α− f sinh2 α)(dx5)2 + f−1 dr2 + r2 dΩ2. (3.68)
Nous pouvons ve´rifier que cette solution contient bien une charge e´lectrique en se rap-
pelant que le coefficient du terme croise´ dtdx5 est proportionnel a` la composante de
temps A0 du 4-vecteur potentiel e´lectromagne´tique (3.7).
En appliquant la transformation de twist (3.65) sur cette me´trique, nous obtenons
ds25 = −f(coshαγ−1dt− γ(coshα− sinhα)dx5)2 + f−1 dr2 + r2 dΩ2
+(sinhαγ−1dt+ γ(coshα− sinhα)dx5)2. (3.69)
Or, en effectuant les transformations de jauge
x5 → x5 − γ−1 sinhαdt, γ−1(coshα− sinhα)t→ γ¯t, γ¯ = γ(coshα− sinhα) (3.70)
la me´trique devient
ds25 = −f
(
γ¯−1dt− γ¯dx5
)2
+ f−1 dr2 + r2 dΩ2 + γ¯2(dx5)2. (3.71)
Or cette me´trique est identique (en remplac¸ant γ¯ par γ) a` la solution de Schwarzschild
“twiste´e” (3.64) que nous avons obtenue en appliquant la transformation (3.65) sur une
solution neutre de Kaluza-Klein.
En fait ce re´sultat n’est pas e´tonnant. En effet, la transformation (3.62) ge´ne´re
une charge e´lectrique tout en changeant le comportement asymptotique. Donc, en ap-
pliquant cette transformation sur une solution neutre asymptotiquement plate nous
obtenons une solution charge´e e´lectriquement non asymptotiquement plate. Mais si,
comme nous venons de le faire, nous appliquons cette transformation sur une solution
asymptotiquement plate charge´e e´lectriquement, nous obtenons a` nouveau une solution
charge´ e´lectriquement non asymptotiquement plate. Donc, re´duire dimensionnellement
une solution neutre asymptotiquement plate “twiste´e” ou une solution asymptotique-
ment plate charge´e e´lectriquement “twiste´e” conduit au meˆme re´sultat.
En conclusion , comme pour la version magne´tique, la version e´lectrique de la solution
non asymptotiquement plate (2.18) peut eˆtre obtenue (dans le cas α =
√
3) de deux
fac¸ons diffe´rentes (voir fig. 3.3).
1) En utilisant la transformation (3.62) sur la matrice associe´e a` une solution de
Kaluza-Klein neutre ou charge´e e´lectriquement (qui sont contenues dans la solution de
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UT MS Ue
( 2 )
partenaire à 5D du trou noir non
asymptotiquement plat chargé électriquement
( 1 )
4D
Trou noir non asymptotiquement plat chargé électriquement
( 3.7 )
réduction dimensionnelle
γ (x5 + t)par rapport à η =
Schwarzschild
plongée dans 5D
plongé dans 5D
Schwarzschilde
Fig. 3.3 – Les deux fac¸ons d’obtenir la solution (3.59)-(3.60).
Rasheed [14]), nous obtenons une nouvelle matrice a` partir de laquelle nous construisons
la nouvelle solution a` cinq dimensions. Puis, en utilisant (3.7), nous obtenons la solution
a` quatre dimensions de EMD3.
2) En re´duisant dimensionnellement une solution de Kaluza-Klein neutre ou charge´e
e´lectriquement par rapport au vecteur de Killing γ(∂5−∂t). Ou bien ce qui est e´quivalent,
en “twistant” la solution de Kaluza-Klein neutre ou charge´e e´lectriquement puis en
re´duisant par rapport a` la nouvelle coordonne´e x5.
Comme dans la section pre´ce´dente, en appliquant la transformation (3.62) sur la
matrice associe´e a` la me´trique de Kerr plonge´e dans cinq dimensions (contenue dans
la solution de Rasheed) puis en utilisant (3.7) sur la nouvelle me´trique a` cinq dimen-
sions ainsi obtenue, nous obtenons la version e´lectrique de la solution (3.47)-(3.48). La
me´trique est toujours donne´e par (3.47) et les champs de matie`re sont donne´s par
A =
1
2r0r
(
f 20 dt+
√
br0a0r sin
2 θ dϕ
)
, e2φ/
√
3 =
√
Σ0
r0r
. (3.72)
Sans surprise, nous pourrions montrer que cette solution peut aussi eˆtre obtenue en
re´duisant dimensionnellement une solution de Kaluza-Klein en rotation (qui est contenue
dans la solution de [14]) (neutre ou charge´e e´lectriquement ) par rapport a` γ(∂5 − ∂t).
Calculons maintenant a` l’aide de (2.2)(en choisissant le signe −), la version e´lectrique
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du dyon en rotation (3.53) :
ds24 = −
f 2√
ΠA
(
dt− ω¯ dϕ
)2
+
√
ΠA
(
dr2
∆
+ dθ2 +
∆sin2 θ
f 2
dϕ2
)
, (3.73)
A = 1
2Π
((
A− br − bδ
2
2r0
)
dt
− b
2r0
(
2δΠcos θ + β(r0r + δ
2/2) sin2 θ
)
dϕ
)
, (3.74)
e2φ/
√
3 =
√
A
Π
. (3.75)
Nous obtenons une solution de´crivant un trou noir dyonique en rotation mais qui, cette
fois-ci, est une excitation sur le vide (b = a = 0) charge´ e´lectriquement.
Nous pouvons a` l’aide de (3.7) obtenir le partenaire a` cinq dimensions de cette
me´trique. Puis, en appliquant la transformation de twist inverse
x5 → γ−1x5, t→ γ(t+ x5), γ =
√
r0
b
(3.76)
nous obtenons une solution en rotation analogue a` celle de Rasheed [14] mais avec en plus
une charge NUT ; cette charge NUT ayant une valeur oppose´e a` la charge magne´tique
(N = −P ). Essayons maintenant de comprendre pourquoi le dyon en rotation de “type
e´lectrique” est la re´duction dimensionnelle “twiste´e” d’une solution analogue a` la so-
lution de Rasheed avec P = −N . Prenons comme point de de´part une solution de
Kaluza-Klein statique charge´e magne´tiquement :
ds25 = (dx
5 + 2P cos θdϕ)2 − ∆
r2
dt2 +
r2
∆
dr2 + r2dΩ2 (3.77)
(qui est le partenaire a` cinq dimensions de la solution de Reissner-Nordstro¨m charge´e
magne´tiquement) ou` ∆ = r2 − 2Mr + P 2. En “twistant” cette solution nous obtenons
comme pre´vu une solution avec une charge e´lectrique mais nous voyons aussi l’apparition
d’une charge NUT proportionnelle a` la charge magne´tique P (N = γP )
ds25 = γ
2
(
1− ∆
r2
)(
dx5 +
2Pr2 cos θ
γ(r2 −∆)dϕ+
∆
γ2(r2 −∆)dt
)2
− ∆
γ2(r2 −∆)(dt+ 2γP cos θdϕ)
2 +
r2
∆
dr2 + r2dΩ2. (3.78)
Nous voyons donc que le “twist”, en plus de ge´ne´rer une charge e´lectrique et de changer
le comportement asymptotique, ge´ne`re aussi une charge NUT a` partir de la charge
magne´tique.
D’autre part, nous avons vu que le trou noir dyonique en rotation de type e´lectrique
est la re´duction dimensionnelle “twiste´e” d’une solution analogue a` celle de Rasheed avec
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une charge NUT, N , telle que N = −P . De plus, le trou noir dyonique en rotation ne
posse`de pas de charge NUT. Nous en de´duisons donc que la transformation de “twist”
est telle que, applique´e sur une solution asymptotiquement plate avec N = −P , elle
produit une solution non asymptotiquement plate avec une charge magne´tique mais
de´pourvue de charge NUT.
Pour finir, nous conjecturons que si nous effectuions la re´duction dimensionnelle de
la solution ge´ne´ralisant celle de Rasheed (avec N 6= P ), nous obtiendrions une trou noir
dyonique en rotation avec charge NUT (N 6= P ) de type “electrique”.
3.4 Trous noirs avec charge NUT-Version e´lectrique
et version magne´tique
Nous avons vu dans la section 2 que le dyon en rotation de type magne´tique est
la re´duction dimensionnelle par rapport a` ∂5 = (∂ϕ+ − ∂ϕ−)/(2r0) de la me´trique de
Myers et Perry (3.37). Dans la section 3 nous avons vu que le dyon en rotation de type
e´lectrique est la re´duction dimensionnelle “twiste´e” d’une solution ge´ne´ralisant celle de
Rasheed [14] par l’ajout d’une charge NUT ; la charge NUT e´tant e´gale en valeur absolue
a` la charge magne´tique mais avec un signe oppose´.
Nous avons conjecture´ a` la fin de la section pre´ce´dente que la re´duction dimension-
nelle de la solution ge´ne´ralisant celle de Rasheed avec N 6= P donnerait la version
e´lectrique d’un dyon en rotation avec charge NUT. Nous pouvons aussi nous demander
quel serait le partenaire a` cinq dimensions de la version magne´tique de ce dyon. Dans
cette section, nous allons re´pondre a` ces deux questions dans un cas particulier. Prenons
l’exemple d’une me´trique a` cinq dimensions avec charge NUT, c’est-a`-dire la me´trique
de Taub-NUT (1.7) plonge´e dans cinq dimensions (voir fig. 3.4)
ds25 = −
∆
Σ
(
dt′ + 2l cos θ dϕ
)2
+
Σ
∆
(
dr2 +∆ dΩ22
)
+ (dx
′5)2 ,
avec
∆ = r2 − 2mr − l2 , Σ = r2 + l2 . (3.79)
En “twistant” (3.65) cette me´trique puis en la re´duisant de cinq a` quatre dimensions,
nous obtenons la solution
ds24 = −
∆√
ΠΣ
(
dt+ 2γl cos θ dϕ
)2
+
√
ΠΣ
(
dr2
∆
+ dΩ22
)
, (3.80)
A =
∆
2Π
(
dt+ 2γl cos θ dϕ
)
, (3.81)
e2φ/
√
3 =
√
Σ
Π
, (3.82)
avec
Π = 2γ2(mr + l2) . (3.83)
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Solution de Kaluza−Klein statique neutre avec charge NUT
twist (3.65)
Solution de Taub−NUT "twistée"
(3.7)
(2.2)
(3.7)
twist inverse
Solution de Myers et Perry c’est−à−dire la solution de Taub−NUT plongée dans cinq dimensions
version électrique du trou noir non
asymptotiquement plat dyonique avec charge NUT
version magnétique du trou noir non
asymptotiquement plat dyonique avec charge NUT
avec les deux moments angulaires égaux
avec les deux moments angulaires égaux
Solution de Myers et Perry twistée
Fig. 3.4 – En re´duisant dimensionnellement une solution de Kaluza-Klein avec charge
NUT “twiste´e”, nous obtenons un trou noir non asymptotiquement plat dyonique de
type e´lectrique. Ensuite, nous calculons la version magne´tique de ce dyon puis nous
calculons son partenaire a` cinq dimensions. Nous reconnaissons alors la me´trique de
Myers et Perry avec a+ = a− “twiste´e” (3.86).
qui est un trou noir non asymptotiquement plat avec une charge e´lectrique et une charge
magne´tique ainsi qu’une charge NUT telle que N = P = γl.
En utilisant la transformation de dualite´ (2.2), nous pouvons obtenir la version
magne´tique de cette solution. Puis, en utilisant (3.7), nous obtenons son partenaire
a` cinq dimensions qui peut eˆtre mis sous la forme
ds25 = −
(
dt+ a¯ dη
)2
+
µ
ρ2
(
dt+ a¯ dη − a¯
2
(dη − cos θ dϕ)
)2
+
ρ4
ρ4 − µρ2 + µa¯2 dρ
2 +
ρ2
4
(
dθ2 + dϕ2 + dη2 − 2 cos θ dϕ dη
)
, (3.84)
avec
ρ2 = 8γ2(mr + l2) , η =
1
2mγ2
x5 , µ = 16γ2(l2 +m2) , a¯ = 2γl . (3.85)
Nous reconnaissons alors la me´trique de Myers et Perry (3.37) avec les deux moments
angulaires e´gaux (a+ = a− = a¯) qui aurait subi le “twist”
t→ t+ a¯η. (3.86)
Nous en de´duisons que la version magne´tique de la solution non asymptotiquement plate
dyonique avec charge NUT est la re´duction dimensionnelle de la me´trique de Myers et
Perry avec les deux moments angulaires e´gaux “twiste´e” (3.86) par rapport a` ∂η.
En conclusion, nous avons prouve´ la conjecture faite a` la fin de la section pre´ce´dente
dans un cas particulier et nous avons montre´ que la version magne´tique du trou noir
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non asymptotiquement plat avec charge NUT est la re´duction dimensionnelle d’un cas
particulier de la me´trique de Myers et Perry “twiste´e”. Nous faisons alors la deuxie`me
conjecture suivante : la version magne´tique du trou noir dyonique en rotation avec charge
NUT peut-eˆtre obtenue en re´duisant par rapport a` ∂5 =
∂ϕ+−∂ϕ−
2r0
la me´trique de Myers
et Perry (3.37) ge´ne´rale (avec a+ 6= a−) “twiste´e” (3.86).
3.5 Solutions multi-centres
En prenant le carre´ de la matrice A de la solution (3.59)-(3.60)
A2e =


b2
r20
− b
r0
0
0 0 0
0 0 b
2
r20

 , (3.87)
nous voyons que A2e = 0 lorsque b = 0. Dans ce cas la matrice χe est simplement
χe = ηee
Aeσ = η(I3 + σAe) =

 0 1 01 r0
r
0
0 0 −1

 , σ = r0
r
. (3.88)
Ce cas correspond au fond charge´ e´lectriquement (b = 0), sur lequel les versions e´lectriques
des trous noirs (b > 0) se forment, dont la me´trique s’e´crit
ds2 = − r
r0
dt2 +
r0
r
[
dr2 + r2dΩ2
]
. (3.89)
Nous remarquons que la me´trique hij est plate. Or, comme nous l’avons vu a` la fin de
la premie`re section, lorsque la me´trique re´duite hij est plate, nous pouvons construire
des solutions multi-centres. En effet, le potentiel σ satisfait a` l’e´quation de Lagrange
∆σ = 0 qui admet des solutions du type
σ =
∑
i
ci
|~r − ~ri| . (3.90)
Dans ce cas la matrice χe devient
χe = ηee
Aeσ = ηe(I3 + σAe) =

 0 1 01 σ 0
0 0 −1

 (3.91)
et la me´trique de la solution multi-centres est
ds25 = σ(dx
5 + σ−1dt)2 − σ−1dt2 + (dr2 + r2dΩ2). (3.92)
En utilisant (3.7), nous en de´duisons la solution de EMD3 correspondante
ds2 = −σ− 12dt2 + σ 12 [dr2 + r2dΩ2] (3.93)
e2φ/
√
3 = σ−
1
2 , A0 =
1
2
σ−1, (3.94)
qui de´crit une superposition de fonds charge´s.
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3.6 Energie quasilocale et thermodynamique
Nous allons dans cette section appliquer le formalisme quasilocal aux solutions que
nous avons obtenues dans les sections pre´ce´dentes. En rassemblant les contributions
gravitationnelles (1.23)-(1.26) et mate´rielles (2.68) a` l’e´nergie quasilocale et au moment
angulaire quasilocal, nous obtenons les formules suivantes :
E =
∮
Srt
(
N(ǫ− ǫ0) + 2N iπijnj + A0(Π¯i − Π¯i0)ni
)
d2x (3.95)
J = −2
∮
Srt
niπ
i
ϕd
2x−
∫
Srt
AϕΠ¯
inid
2x. (3.96)
De´taillons le calcul des quantite´s quasilocales pour la solution (3.47)-(3.72) qui de´crit
un trou noir en rotation charge´ e´lectriquement. Tout d’abord re´e´crivons la me´trique sous
la forme ADM
ds2 = − ∆0
√
Σ0√
r0r(r2 + a20)
dt2+
√
r0rΣ0

dr2
∆0
+ dθ2 +
r2 + a20
Σ0
sin2 θ
(
dϕ− a0
√
b√
r0(r
2 + a20)
dt
)2 .
(3.97)
L’espace-temps M est alors repre´sente´ (voir fig. 1.3) par un empilement d’hypersurfaces
Σt de normale uµ = −Nδ0µ. La me´trique induite par gµν sur ces hypersurfaces est :
hijdx
idxj = gij + uiuj =
√
r0rΣ0
(
dr2
∆0
+ dθ2 +
r2 + a20
Σ0
sin2 θdϕ2
)
. (3.98)
Cet empilement est borne´, pour une valeur de la coordonne´e radiale r fixe´e, par une
hypersurface Σr de normale nr =
√
grr de me´trique :
− ∆
√
Σ√
r0r(r2 + a
2
0)
dt2+
√
r0rΣ

dθ2 + r2 + a20
Σ
sin2 θ
(
dϕ− a0
√
b√
r0(r
2 + a20)
dt
)2 . (3.99)
L’e´nergie quasilocale est donne´e par l’inte´grale (3.95) sur la surface Srt = Σt ∩ Σr dont
la me´trique est donne´e par
σabdx
adxb = gab + uaub − nanb =
√
r0rΣ
(
dθ2 +
r2 + a20
Σ
sin2 θdϕ2
)
(3.100)
ou` ua = Nδ
0
a est la normale aux hypersurfaces Σt et na =
√
grrδ
r
a est la normale aux
hypersurfaces Σr. La masse du trou noir est de´finie comme e´tant l’e´nergie quasilocale
e´value´e sur une surface a` l’infini
M = lim
r→∞
E (3.101)
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En comparant (3.97) et (1.17), nous voyons que
N =
√
∆
r2 + a20
(
Σ
r0r
) 1
4
≃
(
r
r0
) 1
4
, (3.102)
N r = N θ = 0, Nϕ = − a0
√
b√
r0(r
2 + a20)
≃ − a0
√
b√
r0r2
. (3.103)
Les de´terminants des me´triques hij et σab sont
h =
(r0r)
3/2(r2 + a20)
√
Σ sin2 θ
∆
≃ r3/20 r5/2 sin2 θ (3.104)
σ = r0r(r
2 + a20) sin
2 θ ≃ r0r3 sin2 θ (3.105)
ou` nous avons aussi indique´ leurs valeurs lorsque r tend vers l’infini.
Calculons tout d’abord la masse de la solution. Pour e´valuer le premier terme dans
l’inte´grale (3.95), nous devons calculer ε =
√
σk/(8π). La courbure extrinse`que k de Srt
est
k = −σµνDνnµ =
(
σθθ (3)Γrθθ + σ
ϕϕ (3)Γrϕϕ)
)
nr (3.106)
= −1
2
√
∆(3r2 + a20)
r
1/4
0 r
5/4(r2 + a20)Σ
1/4
(3.107)
ou` les (3)Γ sont les symboles de Christoffel calcule´s a` partir de la me´trique hij. Lorsque
r →∞, k devient
k ≃ − 3
2r
1/4
0 r
3/4
(
1− b
2r
)
(3.108)
Comme ni =
√
g
rr
δri et N
i = Nϕδiϕ, le deuxie`me terme dans l’inte´grale (3.95) est
Nϕπϕrn
r avec :
Krϕ = − 1
2N
(hrr∂rN
ϕ + (hrr (3)Γϕrϕ + h
ϕϕ (3)Γrrϕ)N
ϕ) (3.109)
= −
√
ba
√
∆r3/4
r
3/4
0 (r
2 + a2)3/2Σ3/4
(3.110)
πrϕ =
√
σKrϕ = −
√
bar3/2 sin θ
(r2 + a2)
√
Σ
≃ −a
√
b
r3/2
sin θ. (3.111)
Enfin la contribution e´lectromagne´tique est A0Π
r avec
Πr = −r0(r
2 + a2)(r2 − a2 cos2 θ) sin θ
8πΣ2
≃ − r0
8π
(
1 +
a2(1− 3 cos2 θ)
r2
)
sin θ. (3.112)
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Finalement, les trois termes contribuant a` la masse s’e´crivent (en ne gardant que le
terme dominant lorsque r →∞) :
Nǫ = − 3
16π
r sin θ (3.113)
2N iπijn
j = 2Nϕπϕrn
r =
ba2r2 sin3 θ
8π(r2 + a2)Σ
(3.114)
A0Π
r = −(r
2 + a2)(r2 − a2 cos2 θ) sin θ
16πrΣ
. (3.115)
Nous voyons que le deuxie`me terme tend vers ze´ro et ne contribue donc pas a` la masse.
Au contraire, les deux autres termes sont line´aires en r et donc divergent lorsque r
tend vers l’infini. Donc nous obtenons un re´sultat infini pour la masse. Comme dans le
cas statique (voir chapitre 2 section 6), nous devons retrancher la contribution d’une
solution de fond. La solution de fond doit eˆtre telle que les (N,N i,
√
σ,At, φ) et les
(N0, N
i
0,
√
σ0, A
0
t , φ0) co¨ıncident sur la surface S
∞
t . Comme dans le cas statique, nous
choisissons le fond charge´ (b = a = 0) sur lesquel les trous noirs se forment
ds2 = −
√
r
r0
dt2 +
√
r0
r
(
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2
)
. (3.116)
La contribution de la solution de fond e´tant ajoute´e pour annuler la contribution dom-
inante a` la masse, nous devons reprendre les calculs pre´ce´dents en tenant compte de
l’ordre suivant dans les de´veloppements de k (3.108) et Πr (3.112). Nous obtenons
N(ǫ− ǫ0) = 3b
32π
(3.117)
A0(Π
r − Πr0) = −
a2(1− 3 cos2 θ)
16πr
sin θ (3.118)
ce qui donne pour la masse
M = 3b
8
. (3.119)
Le calcul du moment angulaire est similaire a` celui de la masse excepte´ que nous
n’avons pas a` retrancher la contribution de la solution de fond puisque celle-ci est sta-
tique (J0 = 0). Les quantite´s intervenant dans l’inte´grale (3.96) ont de´ja` e´te´ calcule´es
lors du calcul de la masse. Les termes dominants des contributions gravitationnelles et
mate´rielles sont
2nrπ
r
ϕ ≃ −2a0
√
br0 sin
3 θ (3.120)
AϕΠ
r ≃ −a0
√
br0 sin
3 θ. (3.121)
Nous voyons que la contribution gravitationnelle est deux fois plus grande que la con-
tribution mate´rielle. En regroupant ces contributions, nous obtenons pour le moment
angulaire
J =
√
br0 a0
2
. (3.122)
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Nous pouvons faire le meˆme calcul pour la solution dyonique en rotation (3.73)-(3.75).
La masse et le moment angulaire sont
M = 3b
8
, J = −bβ
4
. (3.123)
Comme dans le cas statique (voir chapitre 1 section 6), nous pouvons ve´rifier que les
versions magne´tiques ont les meˆmes masses et moments angulaires que les versions
e´lectriques.
Ve´rifions maintenant si la premie`re loi est satisfaite pour ces trous noirs non asymp-
totiquement plats. Prenons a` nouveau l’exemple de la solution (3.47)-(3.72). Nous avons
pour l’entropie, la tempe´rature, la vitesse angulaire de l’horizon et le potentiel e´lectrosta-
tique sur l’horizon :
S =
A
4
=
1
4
∫ √
gθθgϕϕdθdϕ = π
√
r0r+
√
r2+ + a
2
0, (3.124)
T =
1
2π
(nr∂rN)|h = r+ − r−
4π
√
r0r+
√
r2+ + a
2
0
, (3.125)
Ωh = − gtϕ
gϕϕ
|h = a0
√
b√
r0(r
2
+ + a
2
0)
(3.126)
Vh = (A0 + ΩAϕ)|h = b
2r0
(3.127)
ce qui donne (en variant M, S, J et Q par rapport a` b, r0 et a0)
dM = 3db
8
, TdS + ΩhdJ − VhdQ = 3db
8
− b
8r0
dr0. (3.128)
Donc la solution (3.47)-(3.72) satisfait a` la premie`re loi si dr0 = 0, c’est-a`-dire si l’on
fixe la charge e´lectrique. Il se passe donc la meˆme chose que dans le cas statique. Le
parame`tre r0 e´tant un parame`tre du fond charge´ et non un parame`tre du trou noir,
il semble logique de ne pas varier ce parame`tre. Donc, nous concluons que la solution
(3.47)-(3.72) satisfait a` la premie`re loi des trous noirs. Comme dans le cas statique, nous
pouvons ve´rifier que la version magne´tique satisfait aussi a` la premie`re loi.
De meˆme, nous pourrions ve´rifier que les versions e´lectriques et magne´tiques des trous
noirs dyoniques en rotation satisfont aussi a` la premie`re loi de la thermodynamique des
trous noirs si la charge n’est pas varie´e.
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Chapitre 4
Trous noirs en the´orie
d’Einstein-Maxwell dilato-axionique
Dans le chapitre pre´ce´dent nous avons obtenu de nouvelles solutions des e´quations
du mouvement (2.5)-(2.7) de la the´orie d’Einstein-Maxwell dilatonique (EMD) pour une
valeur particulie`re de la constante de couplage du dilaton, α2 = 3. Pour se faire, nous
avons utilise´ le fait que EMD3 (EMD avec α2 = 3) est la re´duction dimensionnelle de la
the´orie d’Einstein a` cinq dimensions qui admet un mode`le σ. Nous avons ainsi obtenu
de nouvelles solutions de EMD3 et mis en e´vidence les liens existants entre ces nouvelles
solutions de EMD3 et les solutions de la the´orie d’Einstein a` cinq dimensions. Dans ce
chapitre, nous allons nous inte´resser au cas α = 1. Dans ce cas, EMD est la re´duction
dimensionnelle de la the´orie des cordes he´te´rotiques. Mais nous avons mentionne´, dans
la premie`re section du chapitre pre´ce´dent, que dans le cas ge´ne´ral (α 6= 0,√3), les
transformations laissant le mode`le σ de EMD invariant e´taient difficiles a` exploiter pour
la ge´ne´ration de nouvelles solutions. Pour ge´ne´rer de nouvelles solutions de EMD pour
α = 1, nous allons utiliser le fait que, dans ce cas, EMD est contenue dans une the´orie
plus vaste : la the´orie d’Einstein-Maxwell dilato-axionique (EMDA). Cette the´orie admet
un mode`le σ. Dans une premie`re partie nous allons introduire la the´orie EMDA puis dans
une deuxie`me partie nous rappelerons les principales caracte´ristiques de son mode`le σ.
Ensuite, nous utiliserons ce mode`le σ pour construire une nouvelle solution en rotation
non asymptotiquement plate et nous calculerons sa masse et son moment angulaire en
utilisant le formalisme quasilocal. Apre`s avoir montrer que EMDA peut eˆtre obtenue
par re´duction dimensionnelle de la the´orie d’Einstein a` six dimensions, nous chercherons
quelle est la solution a` six dimensions correspondante a` la solution en rotation. Pour
finir, nous e´tudierons le mouvement ge´ode´sique et le comportement d’un champ scalaire
dans le champ de gravitation de la nouvelle solution en rotation.
Dans ce chapitre, le syste`me d’unite´ utilise´ est tel que G = 1.
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4.1 La the´orie d’Einstein-Maxwell dilato-axionique
La the´orie EMDA est de´finie par l’action
S =
1
16π
∫
d4x
√
|g|
{
R− 2∂µφ∂µφ− 1
2
e4φ∂µκ∂
µκ− e−2φFµνF µν − κFµνF˜ µν
}
, (4.1)
qui contient en plus du dilaton φ et du vecteur A, de´ja` pre´sents dans EMD, un champ
pseudo-scalaire, l’axion κ.
Le tenseur F˜ µν est le dual du tenseur e´lectromagne´tique de´fini en (2.3).
L’action de EMDA (4.1) est invariante sous la transformation (S-dualite´) de SL(2, R)
z = κ+ i e−2φ → z˜ = αz + β
γz + δ
, v˜ = δv + γu, u˜ = βv + αu (αδ − βγ = 1) (4.2)
qui peut-eˆtre utilise´e pour ge´ne´rer une charge e´lectrique a` partir d’une charge magne´tique
(et vice versa) ou encore pour passer d’une solution de type e´lectrique a` une solution de
type magne´tique (et vice versa).
En variant l’action (4.1) par rapport a` φ, κ, Aµ et gµν , nous obtenons les e´quations
du mouvement de EMDA :
1√|g|∂µ
(√
|g|∂µφ
)
=
1
2
e−2φF 2 +
1
2
e4φ(∂κ)2 (4.3)
1√|g|∂µ
(√
|g| e4φ∂µκ
)
+ FµνF˜
µν = 0 (4.4)
1√|g|∂ν
[√
|g|
(
e−2φF µν + κF˜ µν
)]
= 0 (4.5)
Rµν = 2∂µφ ∂νφ+
1
2
e4φ∂µ κ∂νκ+ e
−2φ
(
2FµλF
λ
ν +
1
2
gµνF
2
)
. (4.6)
Signalons que la limite φ→ 0 et κ→ 0 ne redonne pas la the´orie d’Einstein-Maxwell
puisque les e´quations du dilaton (4.3) et de l’axion (4.4) imposent respectivement les
contraintes F 2 = 0 et FµνF˜
µν = 0.
4.2 Le mode`le σ de EMDA
Nous allons rappeler les principales e´tapes de l’obtention du mode`le σ de EMDA en
se basant sur l’article [1]. La notion de mode`le σ a e´te´ introduite dans la section 1 du
chapitre pre´ce´dent.
Tout d’abord il est ne´cessaire d’imposer que la me´trique posse`de un vecteur de Killing
du genre temps afin de pouvoir mettre la me´trique sous la forme :
ds2 = −f(dt− ωidxi)(dt− ωjdxj) + f−1hijdxidxj (4.7)
70
4.2. Le mode`le σ de EMDA
ou` la fonction f , la 1-forme ω = ωidx
i et la me´trique re´duite hij sont inde´pendantes
du temps. La me´trique gµν est alors stationnaire et la me´trique re´duite hij est de genre
espace.
Les composantes spatiales (µ = i) de l’e´quation de Maxwell (4.5) et de l’identite´ de
Bianchi
1√|g|∂ν(
√
|g|F˜ νµ) = 0 (4.8)
sont trivialement satisfaites en introduisant les quantite´s u et v appele´es potentiel
“e´lectrique” et “magne´tique” respectivement (par analogie avec l’e´lectromagne´tisme
sans source) :
Fi0 =
1√
2
∂iv (4.9)
e−2φF ij + κF˜ ij =
f√
2h
ǫijk∂ku. (4.10)
En introduisant le 3-vecteur τ i et le potentiel χ,
τ i = − f
2
√
h
εijk∂jωk, τi = ∂iχ+ v∂iu− u∂iv (4.11)
ou` εijk est le symbole totalement antisyme´trique a` trois dimensions1, la composante (0i)
de l’e´quation d’Einstein est satisfaite.
Les e´quations (4.3), (4.4), les composantes (00) et (ij) de l’e´quation d’Einstein (4.6)
ainsi que la composante µ = 0 des e´quations (4.4) et (4.8) constituent alors un syste`me
de six e´quations pour les variables f , χ, u, v, φ et κ. Or, ce syste`me de six e´quations
de´rivent de l’action
Sσ =
1
2
∫ (Rij − GAB∂iΦA∂jΦB)hij√h d3x (4.12)
ou` ΦA = (f, χ, v, u, φ, κ) est appele´ espace cible, GAB e´tant la me´trique de cet espace.
Nous avons ainsi obtenu le mode`le σ de EMDA.
En e´tudiant les isome´tries (vecteurs de Killing) de la me´trique de l’espace cible GAB,
les auteurs [1] ont montre´ que ce mode`le σ pouvait eˆtre parame´trise´ par la matrice
M ∈ Sp(4, R)/U(2) qui de´pend des potentiels ΦA :
M =
(
P−1 P−1Q
QP−1 P +QP−1Q
)
, (4.13)
ou` P et Q sont deux matrices re´elles
P = −e−2φ
(
v2 − fe2φ v
v 1
)
, Q =
(
vw − χ w
w −κ
)
, (4.14)
1Convention : ε123 = 1
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avec w = u− κv.
L’action du mode`le σ
Sσ =
1
2
∫ (
R+ 1
4
Tr(∇M∇M−1)
)√
hd3x (4.15)
est invariante sous la transformation matricielle
M → M¯ = UTMU, U ∈ Sp(4, R), (4.16)
que nous utiliserons dans la suite pour construire de nouvelles solutions de EMDA.
Comme dans le cas du mode`le σ de EMD, toutes solutions M et M¯ lie´es par la trans-
formation (4.16) posse`dent la meˆme me´trique re´duite hij .
4.3 Lien entre EMDA et la Relativite´ Ge´ne´rale a` six
dimensions
Comme nous l’avons vu dans la section pre´ce´dente, le mode`le σ de EMDA est in-
variant sous le groupe Sp(4, R) [1, 2, 3]. D’autre part, la Relativite´ Ge´ne´rale a` six
dimensions sans source admet un mode`le σ invariant sous le groupe SL(4, R) [4] qui
contient le groupe Sp(4, R). Ceci ame`ne a` penser qu’il pourrait exister un lien entre les
deux the´ories. Dans l’article [5], les auteurs ont montre´ que, a` toute solution de EMDA
correspond une solution de la Relativite´ Ge´ne´rale a` six dimensions, ge´ne´ralisant ainsi le
re´sultat obtenu dans [6].
Rappelons brie`vement la proce´dure suivie dans [5] afin de voir sous quelles conditions
la Relativite´ Ge´ne´rale a` six dimensions se re´duit a` EMDA. Pour cela nous allons re´duire,
a` la Kaluza-Klein, la Relativite´ Ge´ne´rale sans source a` six dimensions
S6 =
∫
d6x
√
g6R6. (4.17)
Quelque soit le nombre de dimensions, en imposant l’existence d’un vecteur de Killing
du genre espace, la me´trique peut s’e´crire
ds2n+1 = e
−2cφˆnds2n + e
2(n−2)cφˆn(dxn+1 + (Cn)µdx
µ)2 (4.18)
ou` c est une constante arbitraire que nous fixerons plus loin. En utilisant (4.18) nous
pouvons exprimer la courbure scalaire a` n+ 1 dimensions de la manie`re suivante
√
gn+1Rn+1 =
√
gn
[
Rn − (n− 1)(n− 2)c2(∂φˆn)2 − 1
4
e2(n−1)cφˆnF 2(Cn) + 2c∇2φˆn
]
.
(4.19)
Pour re´duire l’action (4.17) de six a` cinq dimensions, nous utilisons (4.18) et (4.19)
avec n = 5. En dualisant la 2-forme F et en fixant c = 1/
√
6, l’action (4.17) devient (en
ne´gligeant la divergence)
S5 =
∫
d5x
√
g5
[
R5 − 2(∂φˆ5)2 − 1
12
e−αφˆ5H2
]
(4.20)
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ou` H = dKˆ = ⋆F (C5) et α = 4
√
2/3. Nous devons maintenant re´duire (4.20) de cinq a`
quatre dimensions. Pour cela nous utilisons (4.18) et (4.19) avec n = 4 ainsi que
Kˆ = Kµνdx
µ ∧ dxν + Eµ dx5 ∧ dxµ. (4.21)
L’action (4.20) devient
S4 =
∫
d4x
√
g4
[
R4 − 2(∂φ)2 − (∂ψ)2 − 1
2
e4φ(∂κ)2 − 1
4
e2(ψ−φ)F 2(C4)
−1
4
e−2(ψ+φ)F 2(E)− κ
4
(
F (C4)F˜ (E) + F (E)F˜ (C4)
)]
(4.22)
ou` nous avons introduit κ tel que H = −e4φ ⋆ κ et
φ =
√
2
3
φ5 −
√
1
3
φ4, ψ =
√
2
(√
1
3
φ5 +
√
2
3
φ4
)
. (4.23)
Nous voulons que l’action (4.22), et les e´quations du mouvement qui en de´coulent, se
re´duisent a` l’action de EMDA (4.1) et les e´quations du mouvement correspondantes
(4.3)-(4.6). Ceci peut-eˆtre fait en imposant les conditions
ψ = 0, (C4)µ = Eµ =
√
2Aµ (4.24)
compatibles avec toutes les e´quations du mouvement.
En re´sume´ l’action de la Relativite´ Ge´ne´rale a` six dimensions (4.17) se re´duit a`
l’action de EMDA (4.1) en posant
ds26 = ds
2
4 + e
−2φθ2 + e2φ(ζ + κ θ)2 (4.25)
avec
θ = dx5 +
√
2Aµdx
µ, ζ = dx6 +
√
2Bµdx
µ, (4.26)
Fµν(B) = e
−2φF˜µν(A)− κFµν(A). (4.27)
Nous voyons donc que, a` toute solution (ds24, A, φ, κ) de EMDA correspond une solution
ds26 de la Relativite´ Ge´ne´rale sans source a` six dimensions.
Pour finir signalons que nous pouvons mettre (4.25)-(4.27) sous la forme plus com-
pacte
ds26 = GABdx
AdxB = ds24 + λab(dx
a +
√
2Aaµdx
µ)(dxb +
√
2Abµdx
µ) (4.28)
avec
λ =
(
e−2φ + κ2e2φ κe2φ
κe2φ e2φ
)
, Aaµ = (Aµ, Bµ) (4.29)
ou` (ds24, A, φ, κ) est une solution de EMDA si
det(λ) = 1, F aµν = −εabλbcF˜ cµν (4.30)
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avec (
F 1µν
F 2µν
)
=
(
Fµν(A)
Fµν(B)
)
. (4.31)
Les indices a, b, . . . varient de 5 a` 6 alors que les indices µ, ν, . . . prennent les valeurs
1, 2, 3, 4 et εab est le symbole totalement antisyme´trique 2.
Au de´but de ce chapitre, nous avons vu que l’action de EMDA est invariante sous
la transformation de SL(2, R) (4.2). Ici, nous voyons que cette syme´trie a pour origine
l’invariance de la the´orie d’Einstein a` six dimensions dans l’espace des deux vecteurs de
Killing ∂5 et ∂6.
4.4 Le formalisme quasilocal
La de´rivation des formules pour l’e´nergie quasilocale et le moment angulaire quasilo-
cal dans le cas de EMDA est tre`s similaire a` ce qui a e´te´ fait dans le cas de EMD
(voir chapitre 2, section 5). La contribution gravitationnelle est toujours inchange´e et
est donne´e par les formules (1.24) et (1.26). Concentrons nous sur la partie matie`re de
l’action de EMDA :
Sm = − 1
16π
∫
d4x
√
|g|
{
2∂µφ∂
µφ+
1
2
e4φ∂µκ∂
µκ+ e−2φFµνF
µν + κFµνF˜
µν
}
, (4.32)
Le moment conjugue´ de κ est
pκ = −
√
g
16π
e4φ∂0κ. (4.33)
Le moment conjugue´ de φ est inchange´
pφ = −
√
g
4π
∂0φ (4.34)
alors que le moment conjugue´ de Ai est modifie´ par l’ajout d’une contribution provenant
du terme de couplage entre l’axion et le champ e´lectromagne´tique :
Πi =
√
g
4π
(e−2φF i0 + κF˜ i0) ≡
√
g
4π
Ei, (4.35)
le champ e´lectrique Ei e´tant lui aussi modifie´.
Pour faire apparaˆıtre le Hamiltonien dans l’action (4.32), nous utilisons les relations
∂0κ =
16πN2√
g
e−4φpκ +N
i∂iκ, ∂
iκ = hij∂jκ +
16πN i√
g
e−4φpκ, (4.36)
2ou` nous avons adopte´ la convention ε12 = 1
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ainsi que les relations similaires pour φ (2.58)(en prenant α = 1). Les relations pour F µν
(2.59) sont modifie´es par l’ajout d’une contribution de l’axion :
F0i = N
jF¯ji +
4πN√
h
e2φΠi −
√
g
2
κe2φεiklF¯
kl, (4.37)
F ij = F¯ ij +
N i√
g
(4πΠj − κ
2
εjklF¯kl)e
2φ − N
j
√
g
(4πΠi − κ
2
εiklF¯kl)e
2φ. (4.38)
Comme dans le cas de EMD (chapitre 2, section 5), nous obtenons
Sm =
∫
dt

∫
Σt
d3x
(
pφ∂0φ+Π
i∂0Ai −NH−N iHi − A0HA
)− 1
4π
∫
Srt
√
σd2xNA0E
ini


(4.39)
ou` H, Hi et HA sont les contraintes associe´es aux multitplicateurs de Lagrange N , N i
et A0
H = 2π√
h
p2φ +
√
h
8π
hij∂iφ∂jφ+
8π√
h
e−4φp2κ +
√
h
32π
e4φhij∂iκ∂jκ+
2π√
h
e2φΠiΠ
i
+
√
h
16π
(e−2φ + κ2e2φ)F¯ijF¯
ij −
√
h
2
κe2φΠiεiklF¯
kl (4.40)
Hi = pφ∂iφ+ pκ∂iκ+ F¯ijΠj (4.41)
HA = −∂iΠi. (4.42)
En particulier, nous voyons que l’axion, comme le dilaton, ne contribue qu’indirecte-
ment au Hamiltonien (dans le Πi). Nous en de´duisons les formules suivantes pour les
contributions de la matie`re a` l’e´nergie quasilocale et au moment angulaire quasilocal :
Em =
∫
Srt
A0Π¯
inid
2x, Jm = −
∫
Srt
AϕΠ¯
inid
2x (4.43)
ou` nous avons introduit Π¯i = (
√
σ/
√
h)Πi.
4.5 Ge´ne´ration de solutions en rotation
Lorsque la constante de couplage du dilaton α est e´gale a` un, nous avons vu que EMD
e´tait contenue dans EMDA. Donc les solutions non asymptotiquement plates (2.18) de
EMD pour α = 1 sont aussi solution de EMDA. Dans l’article ‘‘Linear Dilaton Black
Holes’’ (voir Appendice A), en utilisant l’invariance du mode`le σ sous la transformation
(4.16), la version e´lectrique de la solution (2.18) a e´te´ ge´ne´ralise´e. Dans cette section,
nous allons faire le meˆme travail pour la version magne´tique
ds2 = −r − b
r0
dt2 +
r0
r − b
[
dr2 + r(r − b)dΩ2] , (4.44)
F =
r0√
2
sin θdθ ∧ dϕ, e2φ = r0
r
. (4.45)
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Nous remarquons que cette solution posse`de la meˆme me´trique re´duite hij que la solution
de Schwarzschild
ds2 = −
(
1− b
r
)
dt2 +
(
1− b
r
)−1 (
dr2 + r(r − b)dΩ2) , (4.46)
e2φ = 1, κ = 0, F = 0, b = 2M. (4.47)
Par conse´quent, ces deux solutions sont lie´es par la transformation de Sp(4, R)
Mℓm = U
T
mMSUm (4.48)
avec
MS =


r
r−b 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 r−b
r
0
0 0 0 −1

 , Mℓm =


r0
r−b 0 0
r
r−b
0 −r0
r
−1 0
0 −1 − b
r0
0
r
r−b 0 0
br
r0(r−b)

 (4.49)
et
Um =


√
r0
b
0 0
√
b
r0
0
√
r0
b
√
b
r0
0
0
√
r0
b
0 0√
r0
b
0 0 0

 . (4.50)
Cette transformation fait passer d’une solution asymptotiquement plate neutre a` une so-
lution non asymptotiquement plate charge´e magne´tiquement. Donc, comme au chapitre
pre´ce´dent, en appliquant cette transformation sur une me´trique asymptotiquement plate
neutre en rotation, la solution de Kerr,
ds2 =
∆− a2 sin2 θ
Σ
(dt− ωdϕ)2 − Σ
(
dr2
∆
+ dθ2 +
∆sin2 θ
∆− a2 sin2 θ dϕ
2
)
, (4.51)
e2φ = 1, κ = 0, F = 0, (4.52)
avec
∆ = r2 − 2Mr + a2, Σ = r2 + a2 cos2 θ, ω = −2 aMr sin
2 θ
∆− a2 sin2 θ . (4.53)
nous obtenons une solution non asymptotiquement plate charge´e magne´tiquement et en
rotation. La matrice (4.13) associe´e a` la me´trique de Kerr e´tant
MK =


f−1 0 −χf−1 0
0 −1 0 0
−χf−1 0 f + χ2f−1 0
0 0 0 −1

 , (4.54)
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avec
f =
∆− a2 sin2 θ
Σ
, χ = −2aM cos θ
Σ
. (4.55)
nous obtenons la nouvelle matrice
MℓKm = U
T
mMKUm =


r0
b
1−f
f
−r0
b
χ
f
0 f−1
−r0
b
χ
f
r0
b
χ2+f2−f
f
−1 −χ
f
0 −1 − b
r0
0
f−1 −χ
f
0 b
r0f

 . (4.56)
En comparant (4.13) et (4.56), nous en de´duisons les f , φ, κ, u, v et χ de la nouvelle
solution. Puis en utilisant (4.11), nous obtenons, a` partir du potentiel χ, les τ i puis les
ωk. Nous pouvons alors reconstituer la solution associe´e a` la matrice MℓKm
ds2 =
∆− a2 sin2 θ
r0r
(dt− ωdϕ)2 − r0r
(
dr2
∆
+ dθ2 +
∆sin2 θ
∆− a2 sin2 θ dϕ
2
)
, (4.57)
e2φ =
r0
r
, κ = −a cos θ
r0
, A = −a cos θ√
2r
dt− r0 cos θ√
2
dϕ, ω =
ar0r sin
2 θ
∆− a2 sin2 θ . (4.58)
Nous avons vu dans la section 4.1 que EMDA e´tait invariante sous une transformation
de dualite´ (4.2) permettant de passer de la version magne´tique d’une solution a` la
version e´lectrique de cette solution. Cependant, nous pouvons aussi utiliser la matrice
Ume qui fait passer des matrices Mm associe´es aux versions magne´tiques des solutions
aux matrices Me associe´e aux versions e´lectriques des solutions
Mm = U
T
meMeUme, Ume =


0 −1 − b
r0
0
r0
b
−r0
b
−1 1
−r0
b
−r0
b
0 0
0 1 0 0

 . (4.59)
Dans la section pre´ce´dente, nous avons adapte´ le formalisme quasilocal a` EMDA. En
regroupant les contributions mate´rielles et gravitationnelles, nous obtenons les meˆmes
formules (3.95) et (3.96) que dans le cas de EMD pour l’e´nergie quasilocale et le moment
angulaire quasilocal, mais avec le moment conjugue´ Πi de Ai modifie´ par la contribution
de l’axion (4.35). Nous allons maintenant utiliser ces formules pour calculer la masse et le
moment angulaire de la solution (4.57)-(4.58). Le calcul des quantite´s quasilocales a e´te´
grandement de´taille´ dans la section 6 du chapitre 2 et dans la section 5 du chapitre 3. De
plus, le calcul de la masse et du moment angulaire de la solution en rotation de EMDA
e´tant tre`s similaire a` celui conduit dans la section 5 du chapitre 3, nous n’entrerons pas
dans les de´tails. L’e´nergie quasilocale est divergente et il est ne´cessaire de retrancher
la contribution d’une solution de fond pour obtenir un re´sultat fini. Comme dans les
chapitres pre´ce´dents, nous choisissons comme solution de fond le fond charge´ sur lequel
les trous noirs se forment, c’est-a`-dire la solution (4.57)-(4.58) avec a = b = 0. Pour
calculer la masse nous avons besoin de la courbure extrinse`que de la surface Srt
k = −1
r
√
∆
r0r
≃ − 1√
r0r
(
1− b
2r
)
(4.60)
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ce qui donne pour le premier terme de la contribution gravitationnelle
N(ε − ε0) = b
16π
sin θ. (4.61)
De meˆme, en utilisant
πrϕ = −
ar0 sin
3 θ
32π
√
∆
r0r
(4.62)
la contribution du deuxie`me terme est
nrπ
r
ϕN
ϕ = −a
2 sin3 θ
32πr
(4.63)
qui s’annule a` l’infini et donc ne contribue pas a` la masse. Pour calculer la contribution
mate´rielle, nous avons besoin du moment conjugue´ Πr de Ar
Πr =
a
2
√
2π
cos θ sin θ. (4.64)
La contribution mate´rielle est alors (Πr0 = Π
r(a = b = 0) = 0)
A0(Π
r − Πr0) =
a2 cosθ sin θ
4πr
(4.65)
qui s’annule a` l’infini et donc ne contribue pas a` la masse. En regroupant les trois
contributions, nous obtenons pour la masse
M = b
4
. (4.66)
Le calcul du moment angulaire fait intervenir les meˆmes quantite´s que nous venons
d’utiliser pour le calcul de la masse. De plus, nous n’avons pas a` retrancher la contri-
bution de la solution de fond puisque celle-ci est statique (J0 = 0). La contribution
gravitationnelle et la contribution mate´rielle au moment angulaire sont
2nrπ
r
ϕ = −
ar0
16π
sin3 θ (4.67)
AϕΠ
r = −ar0
4π
cos2 θ sin θ (4.68)
et nous voyons que, comme pour la version e´lectrique (voir l’article ‘‘Linear Dilaton
Black Holes’’ dans l’Appendice A ), la contribution mate´rielle est deux fois supe´rieure
a` la contribution gravitationnelle
J = Jg + Jm =
ar0
6
+
ar0
3
=
ar0
2
. (4.69)
Nous voyons aussi que la masse et le moment angulaire sont les meˆmes que ceux de la
version e´lectrique. Comme dans le cas des solutions de la the´orie d’Einstein-Maxwell
dilatonique dans les chapitres 2 et 3, nous pouvons montrer que la version e´lectrique
et la version magne´tique de la solution en rotation satisfont a` la premie`re loi de la
thermodynamique des trous noirs si la charge n’est pas varie´e. La charge n’e´tant pas un
parame`tre du trou noir mais un parame`tre du fond, ce re´sultat semble correct.
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4.6 Partenaire a` six dimensions de la solution en
rotation
De´terminons maintenant le partenaire a` six dimensions de la solution (4.57)-(4.58).
Nous obtenons en utilisant (4.25)
ds26 = −2dtdx6 + 2adtdϕ+
b
r0
dt2 +
r0
r
(dx6)2 + r0rdϕ
2 − 2a cos θ
r
dx6dx5
−2r cos θdϕdx5 + r
2 + a2 cos2 θ
r0r
(dx5)2 + r0rdθ
2 +
r0r
∆
dr2. (4.70)
En posant
ρ = 2
√
r0r, θ¯ =
θ
2
, ϕ± =
ϕ± η
2
(4.71)
dτ =
√
r0
b
(
dx6 − adϕ) , dψ =
√
b
r0
(
dt−
√
r0
b
dτ
)
, dη =
dx5
r0
(4.72)
la me´trique se met sous la forme d’un produit direct
ds26 = dψ
2 + ds25, (4.73)
ou` ds25 est la me´trique de Myers et Perry (3.37) avec les deux moments angulaires e´gaux
(a+ = a−) :
ds25 = −dτ 2 +
µ
ρ2
(
dτ + (a¯/2)(dϕ− cos θ dη)
)2
+
dρ2
1− µρ−2 + µa¯2ρ−4 + ρ
2 dΩ23
= −dτ 2 + µ
ρ2
(
dτ + a¯ sin2 θ¯dϕ+ + a¯ cos
2 θ¯dϕ−
)2
(4.74)
+
dρ2
1− µρ−2 + µa¯2ρ−4 + ρ
2
(
dθ¯2 + sin2 θ¯dϕ2+ + cos
2 θ¯dϕ2−
)
avec µ = 4br0 et a¯ = 2(r0/b)
1/2a. Donc la version magne´tique de la solution (4.57)
peut-eˆtre obtenue par une double re´duction dimensionnelle (4.25) de (4.73) en utilisant
les de´finitions (4.71)-(4.72) pour x5 et x6.
Or, dans l’article “Linear dilaton black holes”, le partenaire a` six dimensions de la
version e´lectrique de la solution (4.57) a e´te´ calcule´ et il a e´te´ montre´ que la me´trique a`
six dimensions peut-eˆtre aussi mise sous la forme d’un produit direct (4.73) ou` ds25 est
aussi la me´trique de Myers et Perry avec les deux moments angulaires e´gaux. La version
e´lectrique s’obtient elle aussi par double re´duction dimensionnelle de (4.73) mais par
rapport a` des variables x5 et x6 diffe´rentes :
ϕ± =
ϕ± x6/r0
2
(4.75)
dψ =
√
b
r0
(
dt+
r0
b
dx5
)
, dτ =
√
r0
b
dx5. (4.76)
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Nous voyons que la diffe´rence dans la re´duction dimensionnelle conduisant a` la ver-
sion e´lectrique ou a` la version magne´tique re´side principalement dans l’e´change des
variables x5 et x6. Le fait que l’e´change des variables x5 et x6 n’affecte pas le re´sultat
de la re´duction dimensionnelle n’est pas e´tonnant. En effet, nous avons impose´ de`s le
de´part que la the´orie d’Einstein a` six dimensions posse`de les deux vecteurs de Killing ∂5
et ∂6. La the´orie EMDA obtenue par re´duction de la the´orie d’Einstein a` six dimensions
par rapport a` ces deux vecteurs de Killing est alors invariante sous les transformations
de SL(2, R) agissant dans le plan (∂5, ∂6).
4.7 Mouvement ge´ode´sique et champ scalaire
Etudions le mouvement ge´ode´sique des particules dans le champ de gravitation de
la me´trique (4.57) que nous e´crivons sous la forme ADM :
ds2 = − ∆
r0r
dt2 + r0r
[
dr2
∆
+ dθ2 + sin2 θ
(
dϕ− a
r0r
dt
)2]
. (4.77)
La me´trique inverse est donne´e par :
gµν∂µ∂ν = −r0r
∆
∂t∂t − 2a
∆
∂t∂ϕ +
∆− a2 sin2 θ
r0r∆sin
2 θ
∂ϕ∂ϕ +
∆
r0r
∂r∂r +
1
r0r
∂θ∂θ. (4.78)
La courbure scalaire
R =
∆+ a2 sin2 θ
2r0r3
(4.79)
est finie dans tout l’espace excepte´e bien suˆr en r = 0 ou` se trouve la singularite´.
Comme dans la section 3 du chapitre 2, nous allons utiliser l’e´quation de contrainte
gµν x˙
µx˙ν = −ε. (4.80)
pour e´tudier le mouvement des ge´ode´siques du genre temps (ε = 1), lumie`re (ε = 0) et
espace (ε = −1) .
Le Lagrangien e´tant inde´pendant de t et ϕ, nous en de´duisons les deux constantes
du mouvement E et L :
∂L
∂t˙
= −2∆
r0r
t˙+ 2r0r sin
2 θ
(
ϕ˙− a
r0r
t˙
)(
− a
r0r
)
= −2E (4.81)
∂L
∂ϕ˙
= 2r0r sin
2 θ
(
ϕ˙− a
r0r
t˙
)
= 2L (4.82)
ce qui donne, en inversant le syste`me,
t˙ =
r0r
∆
E − a
∆
L (4.83)
ϕ˙ =
a
∆
E +
∆− a2 sin2 θ
r0r∆sin
2 θ
L. (4.84)
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En utilisant ces deux relations, la contrainte (4.80) devient
r˙2 = E2 − 2a
r0r
EL+
a2 sin2 θ −∆
r20r
2 sin2 θ
L2 − ∆
r0r
ε−∆θ˙2. (4.85)
Etudions le mouvement ge´ode´sique dans le plan e´quatorial (θ = π/2). L’e´quation
(4.85) devient :
r˙2 + V = E2 (4.86)
avec le potentiel effectif
V =
2a
r0r
EL+
r − b
r20r
L2 +
r − b
r0
ε. (4.87)
Lorsque r tend vers l’infini le potentiel effectif est donne´ par :
V →


r
r0
, ε = 1
L2
r20
, ε = 0, E 6= L
r0
E2 + b−2a
r20r
L2, ε = 0, E = L
r0
− r
r0
, ε = −1.
(4.88)
Nous en de´duisons que les ge´ode´siques du genre espace peuvent se propager a` l’infini
au contraire des ge´ode´siques du genre temps qui sont re´fle´chies par le potentiel qui
croit line´airement avec r. Les ge´ode´siques du genre lumie`re pour lesquelles E > L
r0
se
propagent jusqu’a` l’infini alors que celles pour lesquelles E < L
r0
sont re´fle´chies par le
potentiel. Lorsque E = L
r0
, le comportement des ge´ode´siques du genre lumie`re diffe`re
suivant que (4.77) repre´sente une singularite´ nue, un trou noir extreˆme ou un trou noir.
Elles sont confine´es lorsque b < 2a (singularite´ nue), orbitent autour du trou noir lorsque
b = 2a (trou noir extreˆme) et se propagent jusqu’a` l’infini lorsque b > 2a (trou noir).
Examinons, maintenant, le comportement d’un champ scalaire massif dans le champ
de gravitation de la solution (4.77). Le champ scalaire ψ = ψ(r, θ)ei(mϕ−ωt) obe´it a`
l’e´quation de Klein-Gordon
(∇µ∇µ − µ2)ψ = 0 (4.89)
qui devient en utilisant (4.77) et (4.78)
∂r(∆∂rψ) +
(r0rω − am)2
∆
ψ − µ2r0rψ + 1
sin θ
∂θ(sin θ∂θψ)− m
2
sin2 θ
ψ = 0. (4.90)
Cette e´quation est se´parable en posant ψ = R(r)Θ(θ)
∂r(∆∂rR) +
(r0rω − am)2
∆
R− µ2r0rR = κ2R (4.91)
− 1
sin θ
∂θ(sin θ∂θΘ) +
m2
sin2 θ
Θ = κ2Θ. (4.92)
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L’e´quation (4.92) est l’e´quation diffe´rentielle des harmoniques sphe´riques avec κ2 =
l(l + 1), l = 0, 1 . . . et l ≥ |m|.
Etudions maintenant l’e´quation radiale.
i) b = a = 0 (fond charge´) :
L’e´quation (4.91) se re´duit a`
∂r(r
2∂rR)− (ν2 − 1/4 + µ2r0r)R = 0 (4.93)
ou` ν =
√
(l + 1/2)2 − r20ω2.
En posant,
r =
x2
2µ
√
r0
, R = X/x (4.94)
l’e´quation devient
x2∂2xX + x∂xX − (ν¯2 + x2)X = 0 (4.95)
avec ν¯ = 2ν. Cette e´quation est l’e´quation diffe´rentielle des fonctions de Bessel modifie´es
La solution de (4.93) est donc une combinaison line´aire d’une fonction de Bessel de
premie`re espe`ce I et d’une fonction de Bessel de seconde espe`ce K :
R = Ar−1/2I2ν(2µ
√
r0r) + Br
−1/2K2ν(2µ
√
r0r). (4.96)
Le comportement asymptotique de cette solution est le suivant. A l’infini (r → ∞) et
pour µ 6= 0, nous avons
R ∼ C¯1 e
2µ
√
r0r
r3/4
+ C¯2
e−2µ
√
r0r
r3/4
. (4.97)
Lorsque r →∞ et µ = 0, la solution de´pend de la valeur de ω :
R ∼ C1r−1/2−ν + C2r−1/2+ν , ω < (l + 1/2)/r0, ν > 0 (4.98)
R ∼ C1r−1/2e−iqx + C2r−1/2eiqx, ω > (l + 1/2)/r0, ν = iq (4.99)
R ∼ C1r−1/2 + C2r−1/2 ln r, ω = (l + 1/2)/r0, ν = 0 (4.100)
ou` x = ln r. Par analogie avec le mouvement ge´ode´sique nous pouvons interpre´ter les
solutions (4.97) et (4.98)-(4.100). Lorsque µ 6= 0, comme pour les ge´ode´siques du genre
temps, il y a une barrie`re de potentiel et l’exponentielle de´croissante repre´sente l’onde
exponentiellement supprime´e au fur et a` mesure qu’elle pe´ne`tre la barrie`re de potentiel.
De plus, nous devons prendre C2 = 0 pour avoir une solution physiquement accept-
able, l’exponentielle croissante divergeant a` l’infini. Lorsque µ = 0, comme pour les
ge´ode´siques du genre lumie`re, il y a deux cas de figure. Lorsque ν > 1/2, c’est-a`-dire
ω2 < (l + 1/4)(l + 3/4)/r20 (E < L/r0), l’onde est confine´e et nous devons prendre
C2 = 0 pour avoir une solution physiquement acceptable. Au contraire, lorsque ν < 1/2
c’est-a`-dire ω2 > (l+1/4)(l+3/4)/r20 (E > L/r0), l’onde est libre de se propager jusqu’a`
l’infini.
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Il y a donc des modes provenant de la singularite´ et d’autres provenant de l’infini. En
interfe´rant, ces ondes peuvent alors donner naissance a` un spectre d’e´nergie ω discret.
Dans ce cas la fonction d’onde doit eˆtre de carre´ sommable :
||ψ||2 =
∫
Σ
jµdΣµ = −i
∫
Σ
(ψ∂µψ∗ − ψ∗∂µψ)dΣµ. (4.101)
Lorsque a = b = 0 et ν ∈ R (ω ≥ (l + 1/2)/r0), cette condition devient
||ψ||2 = −
∫
ωg00|ψ|2√gd3x = 4π
∞∫
0
ωr20R
2dr (4.102)
= 4π
∞∫
0
ωr20
(
Ar−1/2I2ν(2µ
√
r0r) +Br
−1/2K2ν(2µ
√
r0r)
)2
dr. (4.103)
Or, cette inte´grale n’est finie que lorsque A = B = 0 donc il n’y a pas de solution de
carre´ sommable. Lorsque ν ∈ iR (ω < (l + 1/2)/r0), la solution n’est pas normalisable,
mais est une onde sphe´rique. Donc, dans le cas a = b = 0 qui correspond au fond sur
lesquel les trous noirs se forment, le spectre est continu.
ii) M < |a| (singularite´ nue) :
Dans ce cas la condition de normalisation (4.101) devient
||ψ||2 = −
∫
(ωg00 −mg0ϕ)|ψ|2√gd3x = 4π
∞∫
0
(r0ωr − am)r0r
∆
R2dr. (4.104)
Tout d’abord examinons le cas a = 0 et M < 0. L’e´quation radiale est :
∂r(r(r − b)∂rR) +
(
(r0rω)
2
r(r − b) − µ
2r0r − κ2
)
R = 0 (4.105)
que nous pouvons re´soudre exactement dans le cas µ = 0. Posons
x =
b
r
, R = xα(1− x)βX, α = 1 + ν
2
, β = ir0 ω (4.106)
ou` ν =
√
1 + 4(κ2 − r20ω2). L’e´quation devient alors
x(1− x)∂2xX + (c− (1 + a+ b)x)∂xX − abX = 0 (4.107)
avec
a = b =
1 + ν
2
+ ir0 ω, c = 1 + ν (4.108)
qui est l’e´quation diffe´rentielle des fonctions hyperge´ome´triques. La solution est donne´e
par [7]
R = xα(1− x)β [C1F (a, b; c; x) + C2x1−cF (a− c+ 1, b− c+ 1; 2− c; x)] . (4.109)
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Lorsque ν ∈ R, au voisinage de l’infini (x→ 0), la solution est
R ∼ C1x 1+ν2 + C2x 1−ν2 . (4.110)
Cette solution est de carre´ sommable si C2 = 0. Au voisinage de la singularite´ (x→ −∞),
la solution normalisable a` l’infini (c’est-a`-dire avec C2 = 0) s’e´crit
R = C1
(
Ax−aF [a, 1− c+ a; 1; x−1] +B x−bF [b, 1− c+ b; 1; x−1]) . (4.111)
Cette solution diverge logarithmiquement et n’est donc pas normalisable. Donc, lorsque
µ = 0, comme dans le cas a = b = 0, il n’y a pas de solution de carre´ sommable, et le
spectre est continu.
Lorsque µ 6= 0, la solution a` l’infini est donne´e par (4.97) alors que pre`s de la
singularite´ l’e´quation radiale s’e´crit
r∂2rR + ∂rR = 0 (4.112)
qui a pour solution
R = C3 + C4 lnR. (4.113)
Or, lnR est une solution singulie`re de l’e´quation de Klein-Gordon (4.91). Donc, pour
avoir une solution re´gulie`re, il faut poser C4 = 0. Cette solution a une norme finie. A
l’infini la solution est normalisable si C¯1 = 0. Donc il existe une solution normalisable
si C¯1 = 0 et C4 = 0. Le spectre est discret.
Examinons maintenant le cas a > 0,M < a. Dans le cas µ = 0, l’e´quation radiale
peut-eˆtre a` nouveau re´solue. Posons
r = M + ic
ξ + 1
ξ − 1 , R = ξ
α(1− ξ)βΞ(ξ) (4.114)
ou`
c =
√
a2 −M2, α = ω
′ − im′
2
, β =
1
2
(1 +
√
1 + 4(κ2 − r20ω2)) (4.115)
ω
′
=
Mr0ω − am
c
, m
′
= r0ω. (4.116)
ξ(1− ξ)∂2ξΞ + (c− (1 + a+ b)ξ)∂ξΞ− abΞ = 0 (4.117)
avec
a =
1 + 2ω
′
+
√
1 + 4(κ2 − r20ω2)
2
, b =
1− 2im′ +√1 + 4(κ2 − r20ω2)
2
(4.118)
c = 1 + ω
′ − im′ . (4.119)
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La solution est
R = ξα(1− ξ)β
(
C1F (a, b; a+ b+ c− 1; 1− ξ)
+C2(1− ξ)c−a−bF (c− b, c− a; c− a− b+ 1; 1− ξ)
)
.(4.120)
Au voisinage de l’infini (ξ → 1), la solution
R ∼ (1− ξ)2β(C1 + C2(1− ξ)c−a−b) (4.121)
est de carre´ sommable si C2 = 0 et
√
1 + 4(κ2 − r20ω2) > 0. Au voisinage de la singularite´
l’e´quation radiale devient :
a2∂2rR + (m
2 − κ2)R = 0 (4.122)
qui a pour solution une se´rie entie`re en r. Cependant la solution R = r est une solution
singulie`re de l’e´quation (4.91) et pour avoir une solution re´gulie`re il faut donc imposer
la contrainte
∂rR|r=0 = 0. (4.123)
Donc lorsque µ = 0, il existe un spectre semi-discret. Lorsque ω2 > (κ2 + 1/4)/r20,
le spectre est continu alors que lorsque ω2 < (κ2 + 1/4)/r20, le spectre est discret. La
re´solution nume´rique de l’e´quation (4.123) montre que le nombre de niveaux d’e´nergie
est e´gal a` m et que le signe de ω est oppose´ a` celui de m.
Lorsque µ 6= 0, au voisinage de l’infini la solution est donne´e par (4.97) et nous devons
prendre C¯2 = 0 pour avoir une solution finie a` l’infini. Au voisinage de la singularite´, la
solution est donne´e par (4.122) et nous devons, comme dans la cas µ = 0, imposer la
condition de re´gularite´ (4.123). Donc, dans le cas µ 6= 0, le spectre est discret.
iii) M2 > a2 (trou noir) :
Dans le cas d’un trou noir, il est bien connu qu’il ne peut exister de spectre discret.
En effet, en introduisant la coordonne “tortue”,
dr∗ =
r0r+
∆
dr, r∗ =
r0r+
r+ − r− ln
(
r − r+
r − r−
)
, (4.124)
l’e´quation radiale devient
d2R
dr2∗
− V R = 0, V = µ
2r∆
r0r2+
+
∆l(l + 1)
r0r2+
− r
2
r2+
(
ω − am
r0r
)2
(4.125)
Or, au voisinage de l’horizon (∆ = 0), cette e´quation admet pour solution une onde
sphe´rique
R = C1e
ikr∗ + C2e
−ikr∗, k = ω −mΩh, (4.126)
qui n’est pas de carre´ sommable. Le spectre est donc continu dans le cas d’un trou noir.
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Cependant, dans le cas d’un trou noir en rotation, comme c’est le cas ici, un autre
phe´nome`ne me´rite d’eˆtre e´tudie´ : la super-radiance. Ce processus, de´couvert par Penrose
[8], permet d’extraire de l’e´nergie du trou noir. Il ne´cessite la pre´sence d’une zone ou` gtt
est positif, appele´e ergosphe`re, qui est situe´e entre l’horizon rh (ze´ro du lapse N , voir
1.17) et re (ze´ro de gtt, appele´e limite statique).
L’extraction de l’e´nergie du trou noir peut se faire par l’interme´diaire de particules [8,
9] ou d’ondes [9, 10, 11, 12]. Dans le cas d’une onde incidente ψ = ψ(r, θ)ei(mϕ−ωt) envoye´e
sur le trou noir, nous pouvons montrer que, lorsque l’e´nergie ω de l’onde incidente est
telle que
ω < mΩh, (4.127)
(ou` Ωh est la vitesse angulaire de l’horizon) une partie de l’onde est absorbe´e par le
trou noir (onde transmise) alors que la partie re´fle´chie par l’horizon du trou noir a une
e´nergie supe´rieure a` l’onde incidente. Ceci peut eˆtre fait, soit en calculant les coefficients
de re´flexion et de transmission [13], soit a` partir du the´ore`me de Hawking sur l’aire d’un
trou noir [14, 15].
Dans le cas d’une solution trou noir asymptotiquement plate, les modes super-
radiants peuvent se propager jusqu’a` l’infini en emportant une partie de l’e´nergie du
trou noir. Au contraire dans le cas de la solution non asymptotiquement plate (4.77),
les modes super-radiants ne peuvent s’e´chapper a` l’infini. En effet, nous avons vu plus
haut que les modes massifs µ 6= 0 ainsi que les modes non massifs tels que
ω <
l + 1/2
r0
(4.128)
sont re´fle´chis par une barrie`re de potentiel avant d’atteindre l’infini. Or, comme la vitesse
angulaire de l’horizon est
Ωh =
dϕ
dt
∣∣∣∣
r=rh
= − gtϕ
gϕϕ
∣∣∣∣
r=rh
=
a
r0r+
=
a
r0(M +
√
M2 − a2) (4.129)
et que M > a et |m| < l nous avons
l + 1/2
r0
< mΩh. (4.130)
Donc tous les modes super-radiants sont re´fle´chis par la barrie`re de potentiel. L’e´nergie
prise au trou noir ne peut donc eˆtre emporte´e a` l’infini dans notre cas. L’onde effectue
des allers et retours entre l’horizon et la barrie`re de potentiel pompant a` chaque fois
un peu plus de l’e´nergie du trou noir. En raisonnant par analogie avec le cas des trous
noirs asymptotiquement plats, le processus pourrait se poursuivre jusqu’a` e´puisement
du moment angulaire du trou noir. La solution trou noir en rotation serait donc instable
et l’e´tat final du trou noir serait la solution (4.77) avec a = 0, c’est-a`-dire la solution sta-
tique (4.44). Cependant, avant de tirer des conclusions et pour savoir si un tel processus
peut avoir lieu pour nos solutions, il faudrait faire une e´tude plus rigoureuse de la quan-
tification du champ scalaire dans un espace-temps non asymptotiquement Minkowskien
et non asymptotiquement AdS, puis e´tudier la super-radiance a` l’image de ce qui a e´te´
fait pour des espaces asymptotiquement AdS [16, 17]
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Chapitre 5
Trous noirs a` plus de quatre
dimensions et branes noires
Dans les chapitres pre´ce´dents nous nous sommes inte´resse´s a` des solutions (de´crivant
des trous noirs) a` quatre dimensions, alors que dans le chapitre suivant nous chercherons
des solutions a` trois dimensions. Dans ce chapitre, nous allons e´largir notre recherche a`
un nombre quelconque D de dimensions d’espace-temps (D > 2). Ce chapitre regroupe
une partie d’un travail en cours sur la construction et l’e´tude de solutions trou noir et
branes noires non asymptotiquement plates.
Nous allons tout d’abord introduire la the´orie, puis nous construirons de nouvelles
solutions statiques non asymptotiquement plates de cette the´orie. Apre`s avoir adapte´
le formalisme quasilocal a` la the´orie, nous l’utiliserons pour calculer la masse de ces
solutions. Les deux dernie`res parties de ce chapitre seront consacre´es a` montrer comment
nous pouvons ge´ne´raliser les solutions statiques a` des solutions en rotation, pour des
valeurs particulie`res de la constante de couplage du dilaton.
Dans ce chapitre, nous utilisons un syste`me d’unite´ tel que G = 1/16π.
5.1 Trous noirs et branes noires
La the´orie de Kaluza-Klein [1, 2] fut la premie`re a` postuler l’existence de dimensions
supple´mentaires dans une tentative d’unification de la gravitation et de l’e´lectromagne´-
tisme. En prenant comme point de de´part la gravitation sans source a` cinq dimensions et
en compactifiant la the´orie le long de la cinquie`me dimension, nous obtenons la Relativite´
Ge´ne´rale a` quatre dimensions couple´e au champ e´lectromagne´tique (plus un champ
scalaire non de´sire´ couple´ au champ e´lectromagne´tique, nomme´ plus tard le dilaton).
Les solutions de cette the´orie de´crivant des trous noirs ont e´te´ largement e´tudie´es [3, 4,
5, 6, 7].
L’ide´e des dimensions supple´mentaires a retrouve´ un second souffle avec l’apparition
de la the´orie des cordes, qui est le candidat moderne a` l’unification des quatre inter-
actions fondamentales et a` la formulation d’une the´orie quantique de la gravitation. Il
existe cinq the´ories de supercordes (D = 10) diffe´rentes relie´es entre elles (ainsi qu’a`
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la supergravite´ a` 11 dimensions) par de nombreuses dualite´s [8, 9, 10, 11], ce qui laisse
penser qu’elles ne sont que diffe´rentes facettes d’une seule et meˆme the´orie : la the´orie
M (D = 11). Les trous noirs sont suppose´s jouer un roˆle aussi important en gravitation
quantique qu’en Relativite´ Ge´ne´rale. Il est donc important d’e´tudier les solutions trou
noir des diffe´rentes the´ories des cordes. Un exemple de trous noirs a` plus de quatre
dimensions est fourni par la solution de Tangherlini [6]
ds2 = −
(
1− 2M
rD−3
)
dt2 +
(
1− 2M
rD−3
)−1
dr2 + r2dΩ2D−2. (5.1)
Cette solution est la ge´ne´ralisation de la solution de Schwarzschild pour la Relativite´
Ge´ne´rale sans source a` D dimensions.
Cependant l’existence de dimensions supple´mentaires fait apparaˆıtre un autre type d’ob-
jet noir : les p-branes noires qui sont des objets e´tendus a` p dimensions d’espace (la
1-brane e´tant une corde) entoure´s par un horizon. Par exemple, la solution
ds2 = −
(
1− 2M
r
)
dt2 +
(
1− 2M
r
)−1
dr2 + r2dΩ22 + dx
idxi, (5.2)
qui est le produit de la solution de Schwarzschild a` quatre dimensions et d’un objet
e´tendu a` D−4 dimensions, repre´sente une (D−4)-brane entoure´e d’un horizon. D’autres
solutions trou noir et p-branes noires ont e´te´ construites dans les re´fe´rences [12, 13].
5.2 Pre´sentation de la the´orie
Dans la suite, nous allons chercher des solutions de´crivant des p-branes noires de la
the´orie de´finie par l’action :
S =
∫
dDx
√−g
(
R− 1
2
∂µφ∂
µφ− 1
2 q!
eaφ F 2[q]
)
(5.3)
qui de´crit la gravitation a` D dimensions couple´e a` un champ scalaire φ (le dilaton)
et a` une q-forme F = dA. Les solutions obtenues dans cette the´orie peuvent avoir
de nombreuses applications. En effet, cette the´orie, suivant les valeurs de a et q peut
repre´senter, par exemple, une partie du secteur bosonique de la supergravite´ (D = 11,
q = 4 et a = 0) ou bien l’action effective a` basse e´nergie des diffe´rentes the´ories des
cordes [15]. D’autre part, dans le cas D = 4 et q = 2, (5.3) se re´duit (moyennant le
remplacement φ→ −2φ) a` l’action de EMD (2.1).
Contrairement a` l’action de EMD (2.1), l’action (5.3) n’est pas invariante sous la
tranformation de dualite´ (nomme´e S-dualite´) (sauf dans le cas ou` d = d˜, auquel cas les
formes F et Fˆ ont le meˆme rang) :
(gµν , φ, Fµν)→ (gˆµν = gµν , φˆ = −φ, Fˆ = eaφ ⋆ F ) (5.4)
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ou` la (D − q)-forme ⋆F est le dual de la q-forme F :
(⋆F )µ1...µD−q =
1
q!
√
g
εµ1...µD−q...µDFµD−q+1...µD (5.5)
avec ε le tenseur totalement antisyme´trique1. Cette transformation fait passer d’une
the´orie ou` F est une q-forme a` la the´orie duale ou` Fˆ est une (D − q)-forme.
Remarquons que, de manie`re similaire au cas de la the´orie d’Einstein-Maxwell dila-
tonique, nous pouvons librement effectuer une translation de φ accompagne´e d’un change-
ment d’e´chelle de F
φ→ φ+ φ0, F → e−aφ0/2F (5.6)
sans que l’action (5.3) en soit modifie´e.
En variant l’action par rapport a` gµν , Aµ et φ, nous obtenons les e´quations du
mouvement associe´es :
Rµν − 1
2
∂µφ∂νφ− e
aφ
2(q − 1)!
[
Fµα2···αqFν
α2···αq − q − 1
q(D − 2)F
2
[q] gµν
]
= 0, (5.7)
∂µ
(√−g eaφ F µν2···νq) = 0, (5.8)
1√−g ∂µ
(√−g∂µφ)− a
2 q!
eaφF 2[q] = 0. (5.9)
5.3 Re´solution des e´quations du mouvement
Nous allons chercher des solutions de la the´orie (5.3) en re´solvant les e´quations du
mouvement correspondantes (5.7)-(5.9). Nous donnerons seulement les grandes e´tapes
de cette re´solution. Plus de de´tails seront donne´s dans un article en pre´paration (voir
aussi [16]).
Nous souhaitons obtenir des solutions statiques de´crivant des p-branes donc des
objets e´tendus dans p dimensions avec un volume d’univers a` d = p+1 dimensions. Nous
allons donc re´soudre les e´quations (5.7)-(5.9) en utilisant l’ansatz me´trique suivant :
ds2 = −e2Bdt2 + e2D(dx21 + · · ·+ dx2p) + e2C dΣ2q,σ + e2Adρ2, (5.10)
ou` les fonctions A, B, C et D ne de´pendant que de ρ et
dΣ2q,σ = g¯abdy
adyb =


dψ2 + sinh2 ψ dΩ2
d˜
, σ = −1,
dψ2 + ψ2 dΩ2
d˜
, σ = 0,
dψ2 + sin2 ψ dΩ2
d˜
, σ = +1.
(5.11)
ou` d˜ = q − 1. Le cas σ = 1 est le cas a` syme´trie sphe´rique ou` Σ est une q-sphe`re.
Les solutions avec σ = 0 (Σ est un hyperplan de dimension q) et σ = −1 (Σ est un
1La convention adopte´e pour le symbole antisyme´trique est ε1···(D−1)t = 1
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espace hyperbolique de dimension q) sont appele´es solutions topologiques. La dimension
de l’espace-temps est D = p+ q + 2 = d+ d˜+ 2.
L’e´quation du mouvement pour la q-forme F (5.8) est trivialement re´solue en posant :
F[q] = b vol(Σd˜+1,σ), (5.12)
ce qui correspond a` une solution du type “magne´tique” ou` le parame`tre b est relie´ a` la
charge “magne´tique” et vol(Σq,σ) est le volume de Σq,σ :
vol(Σq,σ) =
√
g¯
q!
εµ1...µq dx
µ1 ∧ . . . ∧ dxµq . (5.13)
La version e´lectrique peut bien suˆr eˆtre obtenue a` l’aide de la transformation de dualite´
(5.5).
En utilisant l’ansatz (5.10), les composantes du tenseur de Ricci sont :
Rtt = e
2B−2A [B′′ +B′(B′ − A′ + q C ′ + pD′)] , (5.14)
Rxx = e
2D−2A [−D′′ −D′(B′ −A′ + q C ′ + pD′)] , (5.15)
Rρρ = −B′′ − B′(B′ − A′)− q (C ′′ + C ′2 − A′C ′)
−p (D′′ +D′2 − A′D′), (5.16)
Rab =
{
−e2C−2A [C ′′ + C ′(B′ − A′ + q C ′ + pD′)] + σd˜
}
g¯ab. (5.17)
Nous voyons alors que pour re´soudre l’e´quation d’Einstein (5.7) et l’e´quation du
dilaton (5.9), il est commode de se placer dans la jauge
A−B − qC − pD = 0. (5.18)
Les e´quations (5.7) et (5.9) donnent quatre e´quations pour les fonctions B, C, D et φ,
B′′ =
d˜b2
2(D − 2)e
G, (5.19)
C ′′ = − db
2
2(D − 2)e
G + σd˜e2(A−C), (5.20)
D′′ =
d˜b2
2(D − 2)e
G, (5.21)
φ′′ =
ab2
2
eG, (5.22)
plus une contrainte,
−(B′ + qC ′ + pD′)2 +B′2 + qC ′2 + pD′2 + 1
2
φ′2 =
b2
2
eG − σd˜(d˜+ 1)e2(A−C) (5.23)
avec
G = aφ+ 2B + 2(d− 1)D. (5.24)
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Ce syste`me d’e´quations admet pour solution [16]
B =
d˜
∆(D − 2) (G− g1ρ− g0) , (5.25)
D =
d˜
∆(D − 2) (G− g1ρ− g0) + d1ρ+ d0, (5.26)
C =
1
2d˜
H − d
∆(D − 2) G+ c1ρ+ c0, (5.27)
A =
(1 + d˜)
2d˜
H − d
∆(D − 2) G+ c1ρ+ c0, (5.28)
φ =
a
∆
G+ f1ρ+ f0, (5.29)
ou`
G = ln
(
α2
∆b2
)
− ln
[
sinh2
(α
2
(ρ− ρ0)
)]
, (5.30)
H =


2 ln β/2d˜− ln (sinh2[β(ρ− ρ1)/2]) , σ = 1,
±β(ρ− ρ1), σ = 0,
2 ln β/2d˜− ln (cosh2[β(ρ− ρ1)/2]) , σ = −1, (5.31)
et
∆ = a2 +
2dd˜
D − 2 (5.32)
c0,1 =
a
∆
(
d
D − 2φ0,1 −
(d− 1)a
d˜
d0,1
)
(5.33)
f0,1 =
2d˜
a
c0,1 (5.34)
g0,1 = aφ0,1 + 2(d− 1)d0,1. (5.35)
La contrainte (5.23) s’e´crit alors :
(d˜+ 1)β2
4d˜
− α
2
2∆
− dd˜
∆(D − 2)φ
2
1 +
2a(d− 1)
∆
φ1d1
− d− 1
∆(D − 2)d˜
(
a2(D − 2)(D − 3) + 2d˜2
)
d21 = 0. (5.36)
La solution de´pend de neuf parame`tres b, d0, d1, φ0, φ1, ρ0, ρ1, α et β ce qui laisse huit
parame`tres inde´pendants en tenant compte de la contrainte (5.36).
Nous pouvons cependant fixer certains de ces parame`tres. Tout d’abord, nous pou-
vons effectuer une translation de ρ sans changer la signification physique de la me´trique.
Ceci nous permet de fixer ρ1,
ρ1 = 0. (5.37)
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Les fonctions G (5.30) etH (5.31) ne de´pendent pas du signe de ρ. En effet, nous pouvons
passer de ρ positif a` ρ ne´gatif en changeant α et β en −α et −β. Nous choisissons α et
β positif. Lorsque ρ tend vers l’infini, le comportement asymptotique de G et H est
G ≃ −αρ, H ≃ −βρ (5.38)
et B tend vers
B ≃ d˜
∆(D − 2)(−αρ− g1ρ). (5.39)
Or, nous sommes inte´resse´s par une solution posse´dant un horizon, c’est-a`-dire un ze´ro
de gtt. Nous voyons que gtt = e
2B s’annule en ρ→∞ lorsque
α + g1 > 0. (5.40)
De plus, cet horizon doit eˆtre re´gulier (les invariants de courbure doivent eˆtre finis) si
nous voulons que la solution de´crive un trou noir et non une singularite´ nue. Une con-
dition suffisante pour que l’horizon soit re´gulier est que D et φ soient finis sur l’horizon.
Lorsque ρ tend vers l’infini, nous avons
D ≃ − d˜
∆(D − 2)(α + g1)τ + d1τ (5.41)
φ ≃ − a
∆
ατ + f1τ. (5.42)
Nous voyons que D et φ sont finis sur l’horizon si les coefficients de τ dans D et φ sont
nuls, ce qui impose les deux relations suivantes
α =
∆
a
f1 (5.43)
d1 =
d˜
a(D − 2)φ1. (5.44)
En translatant ρ et en imposant que l’horizon soit re´gulier, nous avons donc fixe´ trois
nouveaux parame`tres ce qui laisse cinq parame`tres libres. Mais nous pouvons encore
changer l’e´chelle de ρ, t et x sans changer la signification physique de la me´trique ce qui
nous permet de fixer deux autres parame`tres
d0 = 0, d1 = 1. (5.45)
En combinant toutes les conditions pre´ce´dentes (5.37), (5.43)-(5.44), (5.45) et la con-
trainte (5.23), nous avons
α = β = 2, f1 =
2a
∆
, φ1 =
a
d˜
, g1 =
∆(D − 2)
d˜
− 2, c1 = a
2
∆d˜
(5.46)
et il ne reste que trois parame`tres libres ρ0, c0 et b. Les solutions du syste`me (5.19)-(5.23),
suivant les valeurs de σ, qui admettent un horizon re´gulier sont
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 σ = 1 :
ds2 =
(
eρ
2 sinh(ρ− ρ0)
) 4d˜
∆(D−2) (−e−2ρdt2 + dx21 + . . .+ dx2p)
+µ2
(
eρ
2 sinh ρ
) 2
d˜
(
2 sinh(ρ− ρ0)
eρ
) 4d
∆(D−2)
(
dΣ2 +
dρ2
d˜2 sinh2 ρ
)
, (5.47)
 σ = −1 :
ds2 =
(
eρ
2 sinh(ρ− ρ0)
) 4d˜
∆(D−2) (−e−2ρdt2 + dx21 + . . .+ dx2p)
+µ2
(
eρ
2 cosh ρ
) 2
d˜
(
2 sinh(ρ− ρ0)
eρ
) 4d
∆(D−2)
(
dΣ2 +
dρ2
d˜2 cosh2 ρ
)
, (5.48)
 σ = 0 et H = −βρ :
ds2 =
(
eρ
2 sinh(ρ− ρ0)
) 4d˜
∆(D−2) (−e−2ρdt2 + dx21 + . . .+ dx2p)
+µ2
(
2 sinh(ρ− ρ0)
eρ
) 4d
∆(D−2) (
dΣ2 + e−2ρdρ2
)
, (5.49)
 σ = 0 et H = βρ :
ds2 =
(
eρ
2 sinh(ρ− ρ0)
) 4d˜
∆(D−2) (−e−2ρdt2 + dx21 + . . .+ dx2p)
+µ2 (2 sinh(ρ− ρ0))
4d
∆(D−2) e2
∆+a2
∆d˜
ρ
(
dΣ2 + e−2ρdρ2
)
, (5.50)
ou` nous avons introduit µ de´fini par
lnµ = c0 +
a2
∆d˜
ln 2− 1
d˜
ln d˜− d
∆(D − 2) ln
(
4
∆b2
)
. (5.51)
L’expression du dilaton est la meˆme quelque soit σ :
eaφ =
4d˜2
∆b2
µ2d˜
(
eρ
2 sinh(ρ− ρ0)
)
. (5.52)
5.4 La solution non asymptotiquement plate a` syme´trie
sphe´rique (σ = 1)
Dans cette section, nous allons nous inte´resser plus particulie`rement a` la solution
avec σ = 1, c’est-a`-dire lorsque Σq,σ est une sphe`re de dimensions q. La solution de´pend
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de trois parame`tres b, µ et ρ0. Le syste`me de coordonne´es utilise´ jusqu’ici e´tant peu
intuitif (l’infini e´tant “situe´” en ρ = 0 et l’horizon en ρ → ∞), nous allons utiliser un
autre syste`me de coordonne´es :
e2ρ =
r
r − µ (5.53)
ou` r = µ (r > µ) est l’horizon et r =∞ correspond a` l’infini. Dans ce nouveau syste`me
de coordonne´es et en posant,
e2ρ0 =
r0
µ− r0 , (5.54)
avec 0 < r0 < µ, gtt s’e´crit :
gtt = −
(
r0(µ− r0)r2
[(µ− 2r0)r + r0µ]2
) 2d˜
∆(D−2) r − µ
r
. (5.55)
En particulier, nous remarquons que dans le cas ge´ne´ral (µ 6= 2r0), gtt tend vers une
valeur finie lorsque r tend vers l’infini. La solution correspondante est donc asympto-
tiquement plate et nous pouvons ve´rifier que cette solution est identique a` celle donne´e
par Horowitz et Strominger [13, 14]. Par contre, dans le cas particulier µ = 2r0, gtt di-
verge lorsque r tend vers l’infini. La solution correspondante est non asymptotiquement
plate et a e´te´ donne´e par [17] dans le cas p = 0 (d = 1). Dans la suite, nous allons nous
inte´resser uniquement a` la solution a` syme´trie sphe´rique non asymptotiquement plate
(σ = 1 et µ = 2r0).
Dans le nouveau syste`me de coordonne´es (5.53) et pour r0 = µ/2, la solution non
asymptotiquement plate a` syme´trie sphe´rique s’e´crit :
ds2 =
(
r
µ
) 4d˜
∆(D−2)
(
−r − µ
r
dt2 + dx21 + . . .+ dx
2
p
)
+µ2
(
r
µ
) 2a2
∆d˜
(
dΣ2 +
dr2
d˜2r(r − µ)
)
(5.56)
eaφ =
4d˜2
∆b2
µ2d˜
(
r
µ
) 2a2
∆
, Fµ1...µq = b
√
g¯ (5.57)
et de´pend de deux parame`tres µ et b.
5.5 Le formalisme quasilocal
Nous pouvons maintenant appliquer le formalisme quasilocal aux solutions trouve´es
pre´ce´demment afin de calculer leur masse et leur moment angulaire. La de´rivation des
formules pour l’e´nergie quasilocale et le moment angulaire quasilocal est tre`s similaire
a` celle expose´e dans les chapitres pre´ce´dents, avec cependant quelques diffe´rences.
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Le point de de´part est l’action (5.3) a` laquelle nous ajoutons le terme de surface
habituel
S =
∫
M
dDx
√−g
(
R − 1
2
∂µφ∂
µφ− 1
2 q!
eaφ F 2[q]
)
+ 2
∫
∂M
K
√
h dD−1x. (5.58)
ou` K est la courbure extrinse`que de la frontie`re ∂M de l’espace-temps M qui est cette
fois-ci une hypersurface a` D − 1 dimensions.
Les moments conjugue´s de φ, hij et Ai1...iq−1 sont
pφ = −√g∂0φ, pij =
√
h(hijK −Kij), (5.59)
Πi1...iq−1 = −√geaφF 0i1...iq−1 ≡ −√gEi1...iq−1 . (5.60)
Nous obtenons pour le Hamiltonien de la the´orie
H =
∫
Σt
(
NH +N iHi + A0i2...iq−1Hi2...iq−1A
)
dD−1x+ 2
∫
Srt
√
σ
(
Nk +
nµp
µνNν√
h
)
dD−2x
+(q − 1)
∫
Srt
N
√
σA0i2...iq−1E
ji2...iq−1njd
D−2x (5.61)
avec les contraintes
H = −RD−1 +KµνKµν −K2 +
p2φ
2
√
h
+
√
h
2
(∂φ)2 +
e−aφ
2(q − 1)!√hΠ
2 +
√
h
2q!
eaφF 2 (5.62)
Hj = −Dµ
(
pµj√
h
)
+ pφ∂jφ+
1
(q − 1)!Π
i1...iq−1Fji1...iq−1 (5.63)
Hi2...iq−1A = −(q − 1)∂jΠji2...iq−1 . (5.64)
L’hypersurface Srt est constitue´e du produit de l’espace Σk,σ et de la p-brane.
Nous en de´duisons donc les formules suivantes pour l’e´nergie et le moment angulaire :
E = 2
∫
Srt
√
σ
(
N(k − k0) + nµp
µνNν√
h
)
dD−2x
+(q − 1)
∫
Srt
A0i2...iq−1(Π¯
ji2...iq−1 − Π¯ji2...iq−10 )njdD−2x (5.65)
Ji = −2
∫
Srt
nµp
µ
i√
h
√
σdD−2x− (q − 1)
∫
Srt
Aii2...iq−1Π¯
ji2...iq−1njd
D−2x. (5.66)
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ou` Π¯ji2...iq−1 = (
√
σ/
√
h)Πji2...iq−1 .
Appliquons ces formules a` la solution (5.56)-(5.57). Comme pre´ce´demment, pour
obtenir un re´sultat fini, il faut retrancher la contribution d’une solution de fond. Le
candidat naturel est le fond charge´ (µ = 0). Cependant nous voyons que l’on ne peut
pas prendre µ = 0 dans cette me´trique. Introduisons un syte`me de coordonne´es plus
adapte´. Posons
r =
µ
c
r¯d˜, µ = b
2d
∆(D−2) c
a2
∆d˜ , (5.67)
accompagne´ d’un changement d’e´chelle de t et de x
t→
(
b
c
)− 2d˜
∆(D−2)
t, x→
(
b
c
)− 2d˜
∆(D−2)
x. (5.68)
La solution (5.56)-(5.57) devient :
ds2 = b
− 4d˜
∆(D−2)r
4d˜2
∆(D−2)
[
−
(
1− c
rd˜
)
dt2 + dx21 + · · ·+ dx2p
]
+b
4d
∆(D−2) r−
4dd˜
∆(D−2)
[
dr2
1− c
rd˜
+ r2dΣk,1
]
(5.69)
eaφ =
4d˜2
∆
(
rd˜
b
) 2a2
∆
, Fµ1...µk = b
√
g¯εµ1...µk (5.70)
ou` nous avons renomme´ r¯ en r. La solution de fond est maintenant ds2(c = 0). C’est
une solution statique donc son moment angulaire est nul et N i = 0. De plus, elle est
du type “magne´tique” c’est-a`-dire A0i2...iq−1 = 0. Le calcul de sa masse en utilisant la
formule (5.65) donne
M
vol(p-brane)
= 2
(
(1 + d˜)a2
∆
+
2d˜2(d− 1)
∆(D − 2)
)
c vol(Σk,σ). (5.71)
Cette masse est toujours positive puisque d ≥ 1, ∆ > 0 et D > 2.
5.6 Ge´ne´ration de branes noires en rotation
Dans le chapitre 3 (section 1), nous avons remarque´ que l’action de EMD, dans le
cas α =
√
3, est la re´duction de la Relativite´ Ge´ne´rale sans source a` cinq dimensions.
De meˆme, pour une certaine valeur de la constante de couplage du dilaton, l’action a` D
dimensions (5.3) peut eˆtre obtenue par re´duction dimensionnelle de la the´orie d’Einstein
a` D + 1 dimensions :
S =
∫ √
gD+1RD+1d
D+1x. (5.72)
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Pour re´duire l’action de la Relativite´ Ge´ne´rale a` D+1 dimensions, nous supposons que
la me´trique gD+1µν posse`de un vecteur de Killing ∂D+1 de genre espace. La me´trique peut
alors eˆtre mise sous la forme :
ds2D+1 = e
−2cφds2D + e
2(D−2)cφ(dxD+1 + Aµdx
µ)2 (5.73)
ou` φ, Aµ et ds
2
D sont inde´pendants de la coordonne´e x
D+1 et c est une constante que nous
fixerons plus loin. En utilisant (5.73), la courbure scalaire RD+1 peut eˆtre de´compose´e
en fonction de la courbure scalaire a` D dimensions RD, d’un champ scalaire φ et d’une
2-forme F = dA :
√
gD+1RD+1 =
√
gD
(
RD − (D − 1)(D − 2)c2(∂φ)2 − 1
4
e2(D−1)cφF 2 + 2c∇2φ
)
(5.74)
L’action (5.72) devient alors
S =
∫ √
gDd
Dx
(
RD − (D − 1)(D − 2)c2(∂φ)2 − 1
4
e2(D−1)cφF 2
)
(5.75)
ou` nous reconnaissons l’action (5.3) dans le cas q = 2 et a = a0 =
√
2D−1
D−2 :
S =
∫ √
gDd
Dx
(
RD − 1
2
(∂φ)2 − 1
4
ea0φF 2[2]
)
. (5.76)
avec la normalisation c = 1√
2(D−1)(D−2)
.
L’action (5.3) peut donc eˆtre obtenue par re´duction dimensionnelle de la gravitation
sans source a` D + 1 dimensions dans le cas ou` F est une 2-forme et pour une valeur
particulie`re a0 de la constante de couplage a.
Dans ce cas particulier, la solution (5.56)-(5.57) s’e´crit (d˜ = 1, ∆ = 4 et d = D − 3)
ds2 =
(
r
µ
) 1
D−2
(
−r − µ
r
dt2 + dx21 + . . .+ dx
2
D−4
)
+µ2
(
r
µ
)D−1
D−2
(
dΩ2 +
dr2
r(r − µ)
)
(5.77)
ea0φ =
µ2
b2
(
r
µ
)D−1
D−2
, F = b sin θdθ ∧ dϕ. (5.78)
Elle de´crit une (D − 4)-brane noire charge´e magne´tiquement.
En utilisant (5.73) et en posant
R2 =
ν
µ
r, τ =
(
b
µ
) 1
D−1
t, y =
(
b
µ
) 1
D−1
x (5.79)
dxD+1 = b η, ν = 4
(
µD−2b
) 2
D−1 (5.80)
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nous obtenons facilement la me´trique a` D + 1 dimensions qui lui est associe´e :
ds2 = −
(
1− ν
R2
)
dτ 2 +
(
1− ν
R2
)−1
dR2 +R2dΩ23 + dy
2
1 + . . .+ dy
2
p. (5.81)
De manie`re non surprenante, il se passe la meˆme chose que dans le cas de la the´orie
d’Einstein-Maxwell dilatonique avec α =
√
3. Le partenaire a` D + 1 dimensions est le
produit de la me´trique de Myers et Perry a` cinq dimensions statique (la solution de
Tangherlini) [5, 6] par un espace euclidien de dimension p. En poursuivant l’analogie
avec le cas D = 4 et α =
√
3, nous pouvons obtenir des branes noires dyoniques en
rotation en re´duisant (par rapport au vecteur de Killing ∂5 = (∂φ+ − ∂φ−)/(2r0)) la
me´trique a` D + 1 dimensions obtenue en multipliant la me´trique de Myers et Perry
ge´ne´rale (3.37) par un espace euclidien a` p = D − 4 dimensions. En suivant la meˆme
proce´dure que dans le chapitre 3 (section 1) pour re´duire la me´trique de Myers et Perry,
nous obtenons la solution suivante :
ds2D =
(
A
Π
) 1
D−2
[
− f
2
A
(
dt− ω¯ dϕ
)2
+Π
(
dr2
∆
+ dθ2 +
∆sin2 θ
f 2
dϕ2
)
+(dy21 + · · · dy2p)
]
(5.82)
A = − r0
2A
{[
(∆ + br) cos θ − bβδ
2r0
− βδ
2r0
(r − b/2) sin2 θ
]
dϕ
− b
2r0
(δ − β cos θ) dt
}
, (5.83)
e
√
2
√
D−2
D−1
φ
=
A
Π
, (5.84)
ou` les fonctions f , Π, A, ∆ et ω¯ sont de´finies par (3.56).
5.7 Trous noirs multi-dimensionnels
Nous avons obtenu, dans la section pre´ce´dente, des solutions de´crivant des branes
noires dyoniques en rotation non asymptotiquement plates. Pour obtenir des solutions
de´crivant des trous noirs multi-dimensionnels, nous allons prendre comme point de
de´part l’action (5.76) et nous allons dualiser la 2-forme F :
ea0φF = − ⋆ H (5.85)
ce qui donne
F 2 = − 2
(D − 2)!e
−2a0φH2. (5.86)
Les e´quations d’Einstein (5.7) et l’e´quation du dilaton (5.9) deviennent (q0 = D−2)
Rµν − 1
2
∂µφ∂νφ− e
−a0φ
2(q0 − 1)!
[
Hµα2···αq0Hν
α2···αq0 − q0 − 1
q0(D − 2)H
2 gµν
]
= 0,(5.87)
1√−g ∂µ
(√−g∂µφ)+ a0
2 q0!
e−a0φH2 = 0.(5.88)
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alors que l’e´quation de la q-forme F est trivialement satisfaite. L’e´quation pour la q0-
forme H provient de l’identite´ de Bianchi
∂µ
(√−g e−a0φHµν2···νq0) = 0. (5.89)
Ces e´quations de´rivent de l’action
SD =
∫ √
gD
(
RD − 1
2
(∂φ)2 − 1
2(D − 2)!e
−a0φH2
)
. (5.90)
Remarquons que cette action diffe`re de celle obtenue en remplac¸ant simplement F par
son expression (5.86) [18, 19] (le signe devant le terme proportionnel a` H est diffe´rent)
SD =
∫ √
gD
(
RD − 1
2
(∂φ)2 +
1
2(D − 2)!e
−a0φH2
)
. (5.91)
Dans ce cas particulier la solution (5.56)-(5.57) devient (d = 1, d˜ = D − 3, ∆ = 4)
ds2 = −
(
r
µ
)D−3
D−2 r − µ
r
dt2 + µ2
(
r
µ
) D−1
(D−2)(D−3)
(
dΩ2D−2 +
dr2
(D − 3)2r(r − µ)
)
(5.92)
e−aφ = (D − 3)2µ
2(D−3)
b2
(
r
µ
)D−1
D−2
, Hα1...α(D−2) = b
√
gΩ. (5.93)
et de´crit un trou noir statique charge´ magne´tiquement.
Quel est le partenaire a` D + 1 dimensions de cette solution ? Tout d’abord utilisons
(5.85) pour calculer la 2-forme F . Nous obtenons
F r0 = − 1
(D − 2)!
e−aφ√
gD
εr0α1...αD−2Hα1...αD−2 = −
(−1)D√
gD
e−aφb
√
gΩ. (5.94)
ce qui donne pour F
F = (−1)DD − 3
b
µD−4dr ∧ dt (5.95)
qui de´rive du potentiel
A = (−1)DD − 3
b
µD−4(r − µ) dt. (5.96)
En utilisant (5.92)-(5.93) et (5.96) dans (5.73), nous obtenons la me´trique a` D + 1
dimensions suivante
ds2D+1 = dη
2 −
(
1− ν
RD−3
)
(dτ − dη)2 +
(
1− ν
RD−3
)−1
dR2+R2dΩ2 (5.97)
ou` nous avons introduit
R =
(
D − 3
b
) 1
D−1
µ2
D−2
D−1
(
r
µ
) 1
D−3
, η = (−1)D
(
D − 3
b
) 2−D
D−1
µ−
(D−3)(D−2)
D−1 dxD+1,
(5.98)
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τ =
(
D − 3
b
) 1
D−1
µ
D−3
D−1 t, ν−1 =
(
b
D − 3
)D−3
D−1
µ−2
(D−3)(D−2)
D−1 . (5.99)
Nous reconnaissons la solution de Tangherlini (Myers et Perry statique) a` D dimensions
[5, 6] plonge´e dans D + 1 dimensions et “twiste´e” c’est-a`-dire ou` nous avons pose´
t = τ − η. (5.100)
Donc, en re´duisant la me´trique de Myers et Perry ge´ne´rale (avec les moments angu-
laires non nuls) plonge´e dans D+1 dimensions et “twiste´e”, puis en dualisant la 2-forme
F , nous devrions obtenir une solution ge´ne´ralisant la solution (5.92)-(5.93).
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Chapitre 6
Trous noirs en Gravitation
Topologiquement Massive
Dans ce chapitre, nous allons construire et e´tudier une famille de solutions de´crivant
des trous noirs dans une the´orie a` trois dimensions, qui est une extension de la Relativite´
Ge´ne´rale.
Il peut sembler e´trange de s’inte´resser a` une the´orie a` trois dimensions alors que la
recherche d’une the´orie englobant toutes les interactions fondamentales conduit plutoˆt
a` supposer l’existence d’un certain nombre de dimensions supple´mentaires. Pourtant, en
ge´ne´ral, il est habituel de commencer par l’e´tude de mode`les simples. Puis, a` la lumie`re
de ce qui a e´te´ appris pre´ce´demment, la the´orie comple`te est examine´e.
Cependant, la Relativite´ Ge´ne´rale a` trois dimensions (RG3) est une the´orie triviale.
En effet, a` trois dimensions, les composantes du tenseur de Riemann Rµνρσ sont des
combinaisons line´aires des composantes du tenseur d’Einstein Gµν ≡ Rµν − gµνR. Or,
pour toute solution de la Relativite´ Ge´ne´rale, les composantes du tenseur d’Einstein sont
nulles, Gµν = 0, ce qui implique que toute solution de RG3 est plate (R
µ
νρσ = 0). De
plus, RG3 ne contient aucun degre´ de liberte´ dynamique (pas d’onde gravitationnelle).
Donc pour que le mode`le a` 2+1 dimensions ait un inte´reˆt, il faut conside´rer une the´orie
plus ge´ne´rale que RG3. Pour cela, nous ajoutons a` l’action de RG3 un terme de Chern-
Simons [1], terme que l’on trouve aussi dans l’action de la supergravite´, par exemple.
6.1 La Gravitation Topologiquement Massive
En 1982, Deser, Jackiw et Templeton [2] ont introduit la Gravitation Topologique-
ment Massive (GTM) qui ge´ne´ralise RG3 en lui ajoutant un terme dit de Chern-Simons.
L’action de cette the´orie est
S =
1
16πG
∫
d3x
(√
|g|R + 1
2µ
ελµνΓβλσ
[
∂µΓ
σ
βν +
2
3
ΓσµτΓ
τ
νβ
])
(6.1)
ou` R est le scalaire de Ricci a` trois dimensions, g le de´terminant de la me´trique gµν , ε le
symbole totalement antisyme´trique a` trois dimensions, Γλµν les symboles de Christoffel,
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G la constante de Newton et µ la constante de couplage du terme de Chern-Simons.
Le terme de Chern-Simons est aussi appele´ terme topologique car il ne de´pend pas
explicitement de la me´trique. D’autre part, l’ajout de ce terme fait apparaˆıtre un degre´
de liberte´ dynamique : une particule de spin 2 et de masse µ. Dans la limite µ→∞, cette
particule devient infiniment massive et se de´couple, les e´quations de GTM se re´duisant
a` celles la the´orie d’Einstein a` trois dimensions.
En variant l’action par rapport a` gµν , nous obtenons l’e´quation du mouvement suivante
Gµν +
1
µ
Cµν = 0 (6.2)
ou`
Cµν =
1√
g
εµαβ∇α(Rνβ − 1
4
gνβR) (6.3)
est appele´ le tenseur de Cotton. Nous voyons aise´ment que sa trace Cµµ est nulle, ce
qui conduit en prenant la trace de (6.2) a` R = 0. Donc, pour toute solution de GTM,
la courbure scalaire est nulle.
Les auteurs de [2] ont montre´ que, pour un espace asymptotiquement plat, l’e´nergie
est positive a` condition de prendre le “mauvais” signe pour le terme d’Einstein dans
l’action (6.1), c’est-a`-dire prendre G ne´gatif. De meˆme, en e´tudiant la the´orie line´arise´e
autour de la me´trique de Minkowski, ils ont montre´ que cette the´orie de´crivait la propa-
gation d’une particule de masse µ et de spin 2 avec un Hamiltonien de´fini positivement
a` condition de prendre a` nouveau G ne´gatif.
De nombreuses solutions de GTM ont e´te´ de´rive´es [3, 4, 5, 6, 8, 9]. Signalons en
particulier la solution de Vuorio [4], telle que gtt est constant,
ds2 = −
[
dt˜− (2 cosh σ + ω˜)dϕ˜
]2
+ dσ2 + sinh2 σ dϕ˜2. (6.4)
Nous avons e´crit cette solution dans un syste`me de coordonne´es tel que µ = 3 et nous
avons re´introduit la constante d’inte´gration, ω˜, que Vuorio avait prise e´gale a` −2. Cette
solution pre´sente l’inte´reˆt d’admettre le groupe d’isome´trie SL(2, R) × U(1). De plus,
c’est la seule solution (en l’absence de constante cosmologique) a` admettre un horizon
des e´ve`nements (voir [6, 7] pour les solutions avec constante cosmologique). Cependant,
cette solution ne de´crit pas un “bon” trou noir comme nous allons le voir dans la section
suivante.
6.2 Une famille de trous noirs
Pour mettre en e´vidence les horizons de la solution de Vuorio [4], posons
ρ = ρ0 cosh σ, (6.5)
avec ρ0 > 0. La me´trique devient
ds2 =
ρ2 − ρ20
ρ20r˜
2
dt˜2 +
dρ2
ρ2 − ρ20
− r˜2
(
dϕ˜+
2ρ+ ρ0ω˜
ρ0r˜2
dt˜
)2
(6.6)
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ou`
r˜2 =
3ρ2
ρ20
+
4ω˜ρ
ρ0
+ ω˜2 + 1. (6.7)
Les horizons sont situe´s en (ze´ro de N (1.17))
ρ = ±ρ0. (6.8)
Nous voyons que gϕ˜ϕ˜ s’annule lorsque
ρ = ρc± =
ρ0
3
(−2ω˜ ±
√
ω˜2 − 3). (6.9)
Donc gϕ˜ϕ˜ est toujours ne´gatif lorsque ω˜
2 < 3 et est ne´gatif pour ρ < ρc− et ρ > ρc+
lorsque ω˜2 > 3. Or, lorsque gϕ˜ϕ˜ est ne´gatif, le vecteur de Killing ∂ϕ˜ est du genre temps.
La coordonne´e angulaire ϕ˜ e´tant pe´riodique, les orbites de ∂ϕ˜ sont alors des courbes
ferme´es du genre temps. Donc la solution de Vuorio de´crit un trou noir avec des courbes
ferme´es de genre temps situe´es, en particulier, a` l’exte´rieur de l’horizon des e´ve`nements
ρ = ρ0. Les violations de causalite´ provoque´es par ces courbes ferme´es de genre temps
sont donc “visibles” puisque situe´es a` l’exte´rieur de l’horizon. La solution de Vuorio
n’est donc pas une solution trou noir acceptable.
Cependant, en effectuant une continuation analytique,
t˜ = i
√
3t, ϕ˜ = i(ρ0/
√
3)ϕ, (6.10)
de la me´trique de Vuorio, nous pouvons e´liminer une partie des singularite´s causales.
Nous obtenons alors une solution a` deux parame`tres (ω et ρ0) de´crivant des trous noirs
acceptables
ds2 = −ρ
2 − ρ20
r2
dt2 +
dρ2
ρ2 − ρ20
+ r2
(
dϕ− 2ρ+ 3ω
r2
dt
)2
(6.11)
avec
r2 = ρ2 + 4ωρ+ 3ω2 + ρ20/3 (6.12)
ou` nous avons pose´ ω = ρ0 ω˜/3. Cette solution posse`de toujours deux horizons situe´s en
ρ± = ±ρ0. (6.13)
La me´trique n’est pas asymptotiquement plate mais est de´pourvue de singularite´ de
courbure. En effet, nous avons signale´ plus haut que pour toute solution de GTM, la
courbure scalaire est nulle. Les autres invariants de courbure RµνR
µν et RµνλσR
µνλσ
RµνR
µν = 6, RµνλσR
µνλσ = 24 (6.14)
sont constants.
Pour interpe´ter physiquement la solution (6.11), il faut distinguer plusieurs cas en
fonction des valeurs des deux parame`tres ω et ρ0. Les diagrammes de Penrose corre-
spondants sont donne´s dans la figure 6.1.
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Dans le cas ge´ne´ral ω 6= ±2ρ0/3, (6.11) de´crit un trou noir avec deux horizons. Son
diagramme de Penrose est similaire a` celui de la me´trique de Kerr (voir fig. 6.1). Cepen-
dant, la continuation analytique (6.10) n’a pas totalement supprime´ les courbes ferme´es
de genre temps. En effet, gϕϕ est ne´gatif lorsque ρc− < ρ < ρc+ avec
ρc± = −2ω ±
√
ω2 − ρ
2
0
3
. (6.15)
Donc, lorsque ω2 < ρ20/3, (6.11) est de´pourvue de courbes ferme´es de genre temps alors
que pour ω2 ≥ ρ20/3, (6.11) contient des courbes ferme´es de genre temps. De plus,
lorsque ω2 ≥ ρ20/3 et ω < 0, il est facile de voir que ρc+ > ρc− > ρ+ et donc que les
courbes ferme´es de genre temps sont situe´es a` l’exte´rieur de l’horizon. La pre´sence de
courbes ferme´es de genre temps “visibles” par un observateur nous conduit a` rejeter
cette solution. Au contraire, lorsque ω2 ≥ ρ20/3 et ω > 0, on a ρc− < ρc+ < ρ− donc
les courbes ferme´es de genre temps sont cache´es derrie`re l’horizon inte´rieur (ρ−) et, par
conse´quent, invisibles pour un observateur. Dans ce cas (6.11) est donc une solution trou
noir acceptable.
Lorsque ρ0 = 0, les deux horizons ρ± co¨ıncident en ρ = 0. (6.11) de´crit un trou noir
extreˆme et le diagramme de Penrose est similaire a` celui de la me´trique de Kerr extreˆme.
Encore une fois, lorsque ω > 0, les courbes ferme´es de genre temps sont cache´es derrie`re
l’horizon et, lorsque ω < 0, les courbes ferme´es de genre temps sont situe´es a` l’exte´rieur
de l’horizon. Les seuls trous noirs extreˆmes acceptables sont donc ceux pour lesquels
ω > 0.
Examinons maintenant le cas particulier ω = ±2ρ0
3
. Lorsque ω est ne´gatif les courbes
ferme´es de genre temps sont situe´es a` l’exte´rieur de l’horizon et donc la solution corre-
spondante doit eˆtre rejete´e. Dans le cas ω = 2ρ0
3
, (6.11) devient
ds2 = − ρ− ρ0
ρ+ 5ρ0/3
dt2 +
dρ2
ρ2 − ρ20
+ (ρ+ 5ρ0/3)(ρ+ ρ0)
(
dϕ− 2dt
ρ+ 5ρ0/3
)2
. (6.16)
Cette solution posse`de un horizon en ρ = ρ0 et les courbes ferme´es de genre temps sont
situe´es dans la zone −5ρ0/3 < ρ < −ρ0. En essayant de construire le diagramme de
Penrose de cette solution, nous voyons que les ge´ode´siques sont prolongeables a` travers
l’horizon mais nous rencontrons un proble`me en ρ = −ρ0. En effet, au voisinage de
ρ = −ρ0, (6.16) devient
ds2 ≃ 3dt2 − dρ
2
2ρ0(ρ+ ρ0)
+
2ρ0
3
(ρ+ ρ0)dϕˆ
2 (6.17)
ou` nous avons pose´ ϕˆ = ϕ − 3t. Nous voyons que la continuation analytique est
proble´matique dans le secteur (ρ, φˆ). En effet, la variable φˆ est une variable pe´riodique,
donc la continuation analytique au-dela` de l’hypersurface ρ = −ρ0 va entraˆıner l’i-
dentification de points de l’espace-temps les uns avec les autres. Nous ne savons pas
comment continuer la me´trique ni comment construire le diagramme de Penrose dans
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Fig. 6.1 – Repre´sentation des diagrammes de Penrose de (6.11), excepte´ pour le cas
ω = ρ0 = 0 pour lequel on ne peut pas construire un tel diagramme. Les zones hachure´es
indiquent la pre´sence de courbes ferme´es de genre temps. Enfin, signalons que dans le
cas ω = 2ρ0
3
, la double ligne n’est pas une singularite´ de courbure (voir texte).
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une telle situation. Par conse´quent, nous conside´rons ρ = −ρ0 comme une singularite´
de la me´trique.
Enfin, lorsque ω = 0 et ρ0 = 0, la me´trique s’e´crit
ds2 = −dt2 + dρ
2
ρ2
+ ρ2
(
dϕ− 2
ρ
dt
)2
. (6.18)
Pour construire le diagramme de Penrose, les coordonne´es angulaires sont ne´glige´es.
Dans le cas d’un trou noir en rotation, on se place dans le repe`re tournant avec le trou
noir afin d’e´liminer le terme croise´ dtdϕ (en posant dϕ˜ = (dϕ − ωdt)). La coordonne´e
angulaire ϕ˜ est alors ne´glige´e et l’on se concentre sur la partie (t, ρ). Or, ici, nous voyons
que nous ne pouvons pas le faire car, lorsque ρ→ 0, la vitesse angulaire ω diverge et nous
ne pouvons pas introduire une nouvelle coordonne´e ϕ˜. Donc, dans le cas ω = ρ0 = 0,
nous ne pouvons pas construire le diagramme de Penrose.
En effectuant une continuation analytique de la solution de Vuorio, nous avons obtenu
une solution a` deux parame`tres qui, pour certaines valeurs de ces parame`tres, de´crit des
trous noirs acceptables ou` les singularite´s causales ont e´te´ rejete´es derrie`re l’horizon.
Notons que la me´trique de Kerr posse`de, elle aussi, des courbes ferme´es de genre temps
cache´es derrie`re l’horizon, pre`s de l’anneau singulier. Cette situation n’est donc pas
unique.
Cependant, l’espace-temps de´crit par (6.11) est quelque peu spe´cial. En effet, gtt est
positif, ce qui implique que la norme du vecteur de Killing ξ = ∂t est positive (|ξ|2 = gtt)
et donc que ∂t est du genre espace. L’espace-temps n’est donc pas statique et il ne peut
exister d’observateur au repos. L’absence d’observateur statique n’est pas inhabituelle.
En effet, reprenons l’exemple de la me´trique de Kerr
ds2 = −∆− a
2 sin2 θ
Σ
(dt− ωdϕ)2 + Σ
(
dr2
∆
+ dθ2 +
∆sin2 θ
∆− a2 sin2 θ dϕ
2
)
(6.19)
avec
∆ = r2 − 2Mr + a2, Σ = r2 + (a cos θ)2, ω = −2 aMr sin
2 θ
∆− a2 sin2 θ . (6.20)
Il existe une zone appele´e ergosphe`re (voir fig. 6.2)
rh < r < re avec rh = M +
√
M2 − a2, re = M +
√
M2 − a2 cos2 θ (6.21)
comprise entre l’horizon rh (poˆle de grr) et re (ze´ro de gtt) ou` gtt est positif. Dans cette
zone, il ne peut exister d’observateur statique puisque le vecteur de Killing ∂t est du
genre espace. Mais il peut exister des observateurs stationnaires, se de´plac¸ant avec la
vitesse angulaire Ω, lorsque le vecteur de Killing χ = ∂t + Ω∂ϕ est de genre temps,
c’est-a`-dire lorsque χ.χ = gtt + 2Ωgtϕ + Ω
2gϕϕ est ne´gatif.
La diffe´rence avec la me´trique de Kerr est qu’ici gtt est positif de l’horizon a` l’infini
et donc l’ergosphe`re s’e´tend de l’horizon a` l’infini. Il n’existe aucun endroit permettant
l’existence d’observateur statique. Mais, comme dans le cas de la me´trique de Kerr, il
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rh
 horizon
ergosphère
Fig. 6.2 – Repre´sentation de l’ergosphe`re de la me´trique de Kerr. L’axe de rotation du
trou noir est dans le plan de la figure.
peut exister des observateurs stationnaires, se de´plac¸ant avec la vitesse angulaire Ω le
long des orbites du vecteur de Killing χ = ∂t +Ω∂ϕ lorsque celui-ci est de genre temps,
c’est-a`-dire lorsque
2ρ+ 3ω −
√
ρ2 − ρ20
r2
< Ω <
2ρ+ 3ω +
√
ρ2 − ρ20
r2
. (6.22)
6.3 Masse, moment angulaire et thermodynamique
Dans la section 1.3, nous avons vu que la variation de l’action d’Einstein-Hilbert
δS =
∫
(e´qs du mouvement)δgµν
√
|g| d4x+ terme de surface(δgµν , δg˙µν) (6.23)
ne conduisait aux e´quations d’Einstein que si l’on pouvait imposer a` la fois des conditions
aux limites du type de Dirichlet (δgµν = 0) et du type de Neumann (δg˙µν = 0), ce qui est
impossible en ge´ne´ral. Nous avons aussi remarque´ qu’en ajoutant un terme de surface a`
l’action d’Einstein-Hilbert, la contribution propotionnelle a` δg˙µν disparaissait et que le
principe variationnel e´tait alors bien de´fini. En variant l’action
S =
1
16πG
∫
M
R
√
|g| d4x+
∫
∂M
K
√
h d3x (6.24)
et en imposant des conditions aux limites de type Dirichlet, nous obtenions bien les
e´quations d’Einstein.
Dans le cas de GTM le proble`me est le meˆme. En effet, en variant l’action (6.1) par
rapport a` gµν , nous obtenons (6.23). La diffe´rence avec la the´orie d’Einstein est que le
terme de Chern-Simons contribue lui aussi au terme de surface et que nous ne savons
pas, pour l’instant, quel terme de surface ajouter a` l’action (6.1) pour e´liminer cette
contribution. Nous ne pouvons donc pas utiliser le formalisme quasilocal pour calculer
la masse et le moment angulaire de la solution (6.11).
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Pour calculer la masse et le moment angulaire de la solution (6.11), nous allons
utiliser la me´thode introduite dans [10]. Nous allons brie`vement introduire cette me´thode
en prenant l’exemple de la Relativite´ Ge´ne´rale sans source a` trois dimensions
S =
1
16πG
∫
d3x
√
gR3. (6.25)
La premie`re e´tape consiste a` reformuler la the´orie, en supposant l’existence de deux
vecteurs de Killing, en un proble`me unidimensionnel en suivant [11, 12]. Nous utilisons
pour la me´trique l’ansatz suivant
ds2 = λab(ρ)dx
adxb + ζ−2(ρ)R−2(ρ)dρ2 (6.26)
ou` a, b = t, ϕ. La pre´sence du ζ assure l’invariance de cet ansatz sous une reparame´trisation
de ρ. L’invariance de la partie λab(ρ)dx
adxb sous les transformations du groupe SL(2, R),
localement isomorphe au groupe SO(2, 1), sugge`re la parame´trisation suivante pour la
matrice λab
λ =
(
T +X Y
Y T −X
)
. (6.27)
L’invariance de λab se traduit par l’invariance sous les rotations du groupe de Lorentz du
vecteur X = (T,X, Y ) d’un espace cible de Minkowski muni de la me´trique ηAB = −++.
La coordonne´e ρ est choisie telle sorte que R2 = −det(λ) = ηABXAXB = −T 2+X2+Y 2.
En utilisant la parame´trisation (6.26), l’action (6.25) devient
S =
1
32πG
∫
d2x
∫
dρ ζX˙2. (6.28)
Nous avons donc reformule´ la the´orie d’Einstein a` trois dimensions sous la forme d’un
proble`me a` une dimension ou` toute solution (6.26) est repre´sente´e par un point, repe´re´
par le vecteur X, dans l’espace cible.
En examinant la variation de (6.28) par rapport a` une rotation infinite´simale δX =
Ω ∧X
δS =
∫
d2x
∫
dρ
dJ
dρ
.Ω (6.29)
nous en de´duisons la quantite´ conserve´e J
J =
ζ
16πG
X ∧ X˙ (6.30)
appele´e super moment angulaire1. Bien que le vecteur J ait trois composantes, il n’y a
que deux quantite´s conserve´es, la troisie`me e´tant associe´e a` la liberte´ que nous avons
d’effectuer une rotation infinite´simale δϕ = −δΩ t dans (6.26) [10]. Nous pouvons alors
montrer [10] que ces quantite´s conserve´es sont relie´es a` l’e´nergie et au moment angulaire
E = −2πJY (6.31)
J = 2π(JT − JX) (6.32)
1La de´finition du produit vectoriel e´tant (U ∧V)A = ηABǫBCDUCV D avec ǫTXY = 1.
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de la solution (6.26). Dans l’article [10], il a e´te´ montre´ que les de´finitions (6.31) et (6.32)
sont compatibles avec les quantite´s quasilocales obtenues en ajoutant a` (6.25) des termes
de surface approprie´s et pour des conditions aux limites me´langeant des conditions aux
limites de type Dirichlet et de type Neumann. Cette de´monstration a e´te´ effectue´e pour
les the´ories d’Einstein-champ scalaire et d’Einstein-Maxwell.
Cette me´thode peut aussi s’appliquer en principe a` GTM.
Le super moment angulaire conserve´ de GTM s’e´crit (dans le cas ζ = 1) [13, 8]
J =
1
16πG
(
X ∧ X˙+ 1
2µ
[
X˙ ∧ (X ∧ X˙)− 2X ∧ (X ∧ X¨)
])
. (6.33)
Nous admettrons ici que la masse et le moment angulaire des solutions de GTM sont
encore donne´s par les formules (6.31)-(6.32) (avec J donne´ par (6.33)). Cette conjecture
peut eˆtre ve´rifie´e dans le cas de la me´trique de BTZ [15], qui est solution des e´quations
de GTM avec constante cosmologique [16]. Dans l’article [14], les auteurs ont calcule´ la
masse et le moment angulaire de la solution de BTZ dans une the´orie contenant GTM.
Or, nous pouvons ve´rifier que les valeurs obtenues dans l’article [14] et celles obtenues
en appliquant les formules (6.31) et (6.32) sont identiques.
Le vecteur X de la solution (6.11) est
X =

 ρ2/2 + 2ωρ+ 3(ω2 + 1)/2 + ρ20/6−ρ2/2− 2ωρ− 3(ω2 − 1)/2− ρ20/6
−2ρ− 3ω

 (6.34)
ce qui donne pour la masse et le moment angulaire
M = ω
8G
, J = ω
2 − 5ρ20/9
8G
. (6.35)
Nous remarquons que la masse M n’est pas relie´e au rayon de l’horizon comme c’est le
cas habituellement. D’autre part, nous voyons que M et J s’annulent pour la solution
repre´sentant le vide des trous noirs (ρ0 = ω = 0).
Ve´rifions maintenant si les trous noirs satisfont a` la premie`re loi de la thermody-
namique des trous noirs. Nous pouvons calculer la tempe´rature de ces trous noirs en
utilisant la formule habituelle
T =
1
2π
nρ∂ρN |ρ=ρh =
ζRR˙
2π
√
V
∣∣∣∣∣
ρ=ρh
=
√
3
2π
ρ0
2ρ0 + 3ω
. (6.36)
Par contre, les lois de la thermodynamique n’ont jamais e´te´ de´rive´es dans le cas de GTM
donc nous ne savons pas quelle est, dans ce cas, la forme de la premie`re loi, ni d’ailleurs
si l’entropie est donne´e par la formule habituelle (un quart de l’aire de l’horizon du trou
noir).
Nous allons supposer que la premie`re loi est de la forme
dM = TdS + zΩhdJ (6.37)
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ou` z est une constante que nous de´terminerons plus loin et Ωh est la vitesse angulaire
de l’horizon
Ωh =
3
2ρ0 + 3ω
. (6.38)
En utilisant cette premie`re loi nous pouvons de´terminer l’entropie S par l’inte´gration de
la relation
∂S
∂M
∣∣∣∣
J
= T−1. (6.39)
L’entropie est donc donne´e par
S =
π
12
√
3G
(5ρ0 + 6ω) + f(J ) (6.40)
ou` f(J ) est une fonction de J que nous prendrons e´gale a` ze´ro. Nous voyons alors que
la solution (6.11) satisfait a` la premie`re loi (6.37) si z = 1/2.
Nous avons fait remarquer dans la premie`re section que la constante de gravitation G
doit eˆtre ne´gative pour que GTM soit de´pourvue de fantoˆmes et que l’e´nergie soit de´finie
positive [2]. La masse et l’entropie des trous noirs (6.11) seraient donc ne´gatives (ce qui
pose, entre autre, le proble`me de l’existence d’un e´tat de plus basse e´nergie). Signalons
qu’il en est de meˆme pour la masse des trous noirs de BTZ conside´re´s comme solutions
de GTM avec constante cosmologique. Cependant, la condition G ne´gative a e´te´ obtenue
en line´arisant la the´orie GTM autour de la solution de Minkowski. Or, nous avons vu
que, de meˆme que le vide de BTZ n’est pas l’espace-temps de Anti-deSitter, le vide des
trous noirs (6.11) n’est pas l’espace-temps de Minkowski. Donc, avant de conclure que
la masse et l’entropie des trous noirs (6.11) sont ne´gatives, il faudrait refaire une e´tude
similaire a` celle conduite dans [2], en prenant comme fond non pas Minkowski mais le
vide (ρ0 = ω = 0) des trous noirs (6.11).
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Conclusion
Tout au long de cette the`se, nous avons construit et e´tudie´ de nouvelles solutions
trou noir non asymptotiquement plates, dans le cadre de the´ories de´crivant la gravitation
couple´e a` des champs de matie`res et pour des dimensions allant de 3 a` D dimensions
d’espace-temps (D > 2).
Dans cette the`se, nous nous sommes inte´resse´s a` des solutions avec un comportement
asymptotique atypique. En effet, ces solutions ne sont ni asymptotiquement Minkowski-
ennes ni asymptotiquement AdS. En e´tudiant le mouvement ge´ode´sique des partic-
ules dans le champ de gravitation de ces solutions, nous avons vu que l’une des car-
acte´ristiques de ces espace-temps non asymptotiquement plats est la pre´sence d’une
barrie`re de potentiel re´fle´chissant les ge´ode´siques du genre temps, les empeˆchant d’aller
jusqu’a` l’infini. Un autre aspect inhabituel de ces trous noirs est qu’il sont des excita-
tions sur un fond charge´. En fait, il existe une infinite´ de fonds charge´s et sur chaque
fond peut exister une famille de trous noirs caracte´rise´s par une masse et un moment
angulaire. Donc la charge e´lectrique (ou magne´tique) est un parame`tre associe´ au fond
sur lesquel les trous noirs se forment, et non aux trous noirs eux-meˆmes. Nous avons
calcule´ les masses et les moments angulaires de ces solutions non asymptotiquement
plates en utilisant l’approche moderne au calcul de l’e´nergie en Relativite´ Ge´ne´rale, le
formalisme quasilocal. Pour obtenir un re´sultat fini, nous avons retranche´ la contribu-
tion du fond charge´ sur lequel les trous noirs existent. Nous avons ensuite ve´rifie´ que ces
solutions satisfont a` la premie`re loi de la thermodynamique des trous noirs si la charge
n’est pas varie´e. Nous avons conclu qu’il e´tait logique de ne pas varier la charge puisque
celle-ci n’est pas un parame`tre du trou noir. Cependant, nous avons indique´ qu’il serait
inte´ressant d’e´tudier de manie`re plus approfondie la thermodynamique de ces solutions,
ce qui nous permettrait de valider ou non ce re´sultat.
Dans le chapitre 3, nous avons construit de nouvelles solutions de la the´orie d’Einstein-
Maxwell dilatonique, de type e´lectrique ou magne´tique, pour une valeur particulie`re de la
constante de couplage du dilaton : α2 = 3. En utilisant le lien existant entre cette the´orie
et la the´orie d’Einstein a` cinq dimensions (la the´orie d’Einstein-Maxwell dilatonique est
la re´duction dimensionnelle de la the´orie d’Einstein sans source a` cinq dimensions par
rapport a` un vecteur de Killing du genre espace), nous avons montre´ que les versions
e´lectriques et magne´tiques sont des re´ductions dimensionnelles inhabituelles de solutions
de la gravitation a` cinq dimensions. Les versions magne´tiques sont des re´ductions di-
mensionnelles de la solution de Myers et Perry, alors que les versions e´lectriques sont
des re´ductions dimensionnelles de solutions de Rasheed.
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Dans le chapitre 4, nous avons construit une nouvelle solution en rotation de la the´orie
d’Einstein-Maxwell dilato-axionique. Cette the´orie peut eˆtre obtenue par re´duction d’un
secteur de la the´orie d’Einstein sans source a` six dimensions. Nous avons montre´ que
la version e´lectrique et la version magne´tique de la solution en rotation sont toutes les
deux des re´ductions dimensionnelles de la solution de Myers et Perry a` cinq dimensions
(avec les deux moments angulaires e´gaux) trivialement plonge´e dans six dimensions.
Nous avons ensuite e´tudie´ les modes d’un champ scalaire dans le champ de gravitation
de la solution en rotation. Nous avons vu que, suivant les cas, le spectre d’e´nergie est
continu, semi-discret ou discret. Lorsque la solution de´crit un trou noir en rotation, il
est bien connu que le spectre est continu. Cependant, dans ce cas, le trou noir posse`de
une ergosphe`re. Il peut alors y avoir super-radiance, c’est-a`-dire, extraction d’une partie
de l’e´nergie du trou noir a` l’aide d’une onde envoye´e sur l’horizon. Or, dans le cas
de notre solution non asymptotiquement plate, la barrie`re de potentiel empeˆche l’onde
d’atteindre l’infini, et la renvoie sur l’horizon. Les allers et retours effectue´s par l’onde
entre l’horizon et la barrie`re de potentiel peuvent alors conduire a` une instabilite´ des
solutions en rotation. Cependant, ceci est un raisonnement par analogie avec le cas des
trous noirs asymptotiquement plats ou asymptotiquement AdS. Pour bien comprendre
ce qui se passe pour les solutions construites dans cette the`se, il faudrait faire une e´tude
plus rigoureuse de la quantification du champ scalaire et de la super-radiance, a` l’image
de ce qui a e´te´ fait dans le cas des espaces asymptotiquement plats ou asymptotiquement
AdS.
Dans le chapitre 5, nous avons construit des solutions trou noir et branes noires sta-
tiques d’une the´orie a` D dimensions d’espace-temps qui ge´ne´ralise la the´orie d’Einstein-
Maxwell dilatonique. Pour une valeur particulie`re de la constante de couplage du dilaton,
cette the´orie est la re´duction dimensionnelle de la the´orie d’Einstein sans source a` D+1
dimensions par rapport a` un vecteur de Killing du genre espace. En utilisant une ap-
proche similaire a` celle utilise´e dans le chapitre 3, nous avons montre´ que nous pouvions
construire des dyons en rotation pour cette valeur de la constante de couplage. Le tra-
vail expose´ dans ce chapitre est une partie d’un travail en cours. Dans la suite, plusieurs
pistes sont a` explorer. Premie`rement, il serait inte´ressant d’examiner si les solutions non
asymptotiquement plates pre´servent au moins une partie des supersyme´tries. D’autre
part, des solutions dyons statiques asymptotiquement plates ont e´te´ obtenues pour une
valeur de la constante de couplage du dilaton diffe´rente de celle que nous avons con-
side´re´e ici. Il serait inte´ressant de construire les solutions non asymptotiquement plates
correspondantes.
Dans le chapitre 6, nous avons travaille´ dans le cadre d’une the´orie a` 2+1 dimensions
ge´ne´ralisant la the´orie d’Einstein sans source par l’ajout d’un terme de Chern-Simons.
Nous avons construit une famille de trous noirs de cette the´orie en prenant comme
point de de´part la solution de Vuorio. La solution de Vuorio posse`de un horizon mais
contient des courbes ferme´es de genre temps a` l’exte´rieur de l’horizon. Cette violation de
causalite´ visible fait que la solution de Vuorio ne peut-eˆtre conside´re´e comme une solution
trou noir acceptable. Nous avons montre´ que, en effectuant une continuation analytique
de cette solution, nous pouvions re´soudre cette violation de causalite´ en rejetant les
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courbes ferme´es de genre temps a` l’inte´rieur de l’horizon. Nous avons ensuite construit
les diagrammes de Penrose et calcule´ la masse et le moment angulaire de la nouvelle
solution ainsi obtenue.
La solution de Vuorio a e´te´ ge´ne´ralise´e au cas de la Gravitation Topologiquement Massive
avec constante cosmologique. Or, ces solutions, comme la solution de Vuorio, posse`dent
des courbes ferme´es de genre temps a` l’exte´rieur de l’horizon. Ce ne sont donc pas
de bons trous noirs. Il devrait eˆtre possible d’effectuer, comme pour la solution de
Vuorio, une continuation analytique pour obtenir de bons trous noirs. D’autre part, il
serait inte´ressant de ge´ne´raliser la famille de solutions que nous avons construite au
cas de la Gravito-e´lectrodynamique Topologiquement Massive qui de´crit la Gravita-
tion Topologiquement Massive couple´e a` l’Electrodynamique Topologiquement Massive
(c’est-a`-dire l’e´lectrodynamique ge´ne´ralise´e par l’ajout d’un terme de Chern-Simons).
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Conventions et De´finitions
Dans cet appendice sont regroupe´es les conventions et les de´finitions de terme qui
sont utilise´es tout au long de la the`se. Les de´finitions d’un trou noir, d’un horizon et
d’une singularite´ sont donne´es a` la fin de la partie 1.1.
Conventions :
Le syste`me d’unite´ utilise´ est spe´cifie´ au de´but de chaque chapitre.
Pour la signature de la me´trique, nous prenons la convention avec une majorite´ de
signes +, c’est-a`-dire −++ · · · .
Pour le tenseur de Riemann, nous adoptons la convention de Landau et Lifchitz
Rµνλσ = ∂λΓ
µ
νσ − ∂σΓµνλ + ΓµτλΓτνσ − ΓµτσΓτνλ. (1)
Le tenseur de Ricci est de´fini en contractant le tenseur de Riemann par rapport au
premier et au troisie`me indice
Rµν = R
λ
µλν = ∂λΓ
λ
µν − ∂νΓλµλ + ΓλτλΓτµν − ΓλτνΓτµλ (2)
et la courbure scalaire par
R = Rµµ. (3)
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De´finitions :
• Asymptotiquement plat : Un espace-temps est dit asymptotiquement plat si la
me´trique de cet espace-temps, dans le syste`me de coordonne´es ou` r est le rayon de la
sphe`re,
ds2 = −B(r)(dt+ ωidxi)2 + A(r)dr2 + r2dΩ2, (4)
tend a` l’infini (r →∞) vers la me´trique de Minkowski plus une contribution en 1/r,
gµν ≃ ηµν +O
(
1
r
)
. (5)
Nous pouvons montrer que ceci implique que les composantes du tenseur de Riemann
et du tenseur de Ricci ainsi que la courbure scalaire doivent alors de´croˆıtre au moins
aussi vite que r−3. De meˆme, les invariants de courbure RµνRµν et RµνλσRµνλσ doivent
de´croˆıtre au moins aussi vite que r−6.
• Charge NUT : En re´duisant la the´orie d’Einstein a` la Kaluza-Klein (de quatre a`
trois dimensions), c’est-a`-dire en utilisant l’ansatz
ds2 = −f(dt− ωidxi)2 + f−1hijdxidxj , (6)
la composante (0i) de l’e´quation d’Einstein s’e´crit
ǫijkτk,j = 0, avec τ
i = − f
2
√
h
ǫijk∂jωk. (7)
On en de´duit les deux re´sultats suivants
τi = ∂iχ, ∂i
(
ǫijk∂jωk
)
= −∂i
(√
h
f 2
τ i
)
= 0 (8)
ou` χ est appele´ potentiel NUT.
Il existe donc une charge conserve´e appele´e charge NUT
N = − 1
8π
∫
Fθϕdθdϕ =
1
8π
∫ √
hf−2∂rχdθdϕ (9)
ou` Fij = ∂iωj − ∂jωi.
D’autre part, on peut montrer que les e´quations a` trois dimensions prennent une
forme tre`s similaire a` celle des e´quations de Maxwell avec un champ “e´lectrique” ~Eg
proportionnel a` la masse et un champ “magne´tique” ~Bg proportionnel a` la charge NUT.
Pour cette raison la masse est parfois appele´e masse du type “e´lectrique” et la charge
NUT masse du type “magne´tique”.
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• Isome´trie : Une isome´trie est un changement de coordonne´es x→ x′ tel que
gµν(x) = ∂µx
′ρ∂νx
′σg′ρσ(x
′) = ∂µx
′ρ∂νx
′σgρσ(x
′), (10)
c’est-a`-dire g′ρσ(x
′) = gρσ(x′).
Conside´rons les isome´tries infinite´simales
x′µ = xµ + εξµ(x), ε << 1. (11)
L’e´quation (10) est satisfaite au premier ordre en ε si le vecteur ξ appele´ vecteur de
Killing satisfait a` l’e´quation
ξσ;ρ + ξρ;σ = 0 (12)
appele´e e´quation de Killing.
• Stationnaire : Un espace-temps est dit stationnaire lorsqu’il posse`de un vecteur de
Killing du genre temps. La me´trique d’un espace-temps stationnaire peut toujours eˆtre
mise sous la forme :
ds2 = −f(dt− ωidxi)(dt− ωjdxj) + f−1hijdxidxj . (13)
• Statique : Un espace-temps est dit statique lorsqu’il est stationnaire et qu’il existe
une hypersurface du genre espace Σ, telle que les orbites du vecteur de Killing du genre
temps soient perpendiculaire a` Σ. Il existe alors un syste`me de coordonne´es tel que la
me´trique puisse se mettre sous la forme :
ds2 = −fdt2 + f−1hijdxidxj . (14)
123
Appendice A
‘‘Linear dilaton black holes’’
publie´ dans Physical Review D
Phys Rev. D67 (2003) 024012
arXiv : hep-th/0208225
125
Appendice B
‘‘The black holes of topologically
massive gravity’’
publie´ dans Classical and Quantum Gravity
Class. Quantum Grav. 20 (2003) L277
arXiv : gr-qc/0303042
127
Appendice C
‘‘Non-asymptotically flat, non-AdS
dilaton black holes’’
a` paraˆıtre dans Physical Review D
arXiv : gr-qc/0405034
129
Re´sume´ :
Dans le cadre de the´ories de la gravitation dilatonique inspire´es des the´ories des
cordes (de 4 a` D dimensions d’espace-temps), nous construisons de nouvelles solutions
trou noir ou branes noires non asymptotiquement plates. Pour certaines valeurs de la
constante de couplage dilatonique, nous ge´ne´ralisons les trous noirs statiques a` des trous
noirs en rotation, en utilisant le groupe d’isome´trie de l’espace cible. Nous calculons leurs
masses et leurs moments angulaires en utilisant l’approche moderne au calcul de l’e´nergie
en Relativite´ Ge´ne´rale, le formalisme quasilocal, et nous ve´rifions qu’ils satisfont a` la
premie`re loi de la thermodynamique des trous noirs. Enfin, nous e´tudions une famille
de trous noirs en Gravitation Topologiquement Massive a` 2 + 1 dimensions.
Mots-cle´s : Relativite´ Ge´ne´rale, trous noirs, e´nergie quasilocale.
Abstract :
In the framework of string-inspired dilatonic gravity theories (from 4 to D space-
time dimensions), we construct new non-asymptotically flat black hole or black brane
solutions. For particular values of the dilatonic coupling constant, we generalize static
solutions to rotating ones, using the target space isometry group. We compute their
masses and their angular momentum using the modern approach to the computation
of energy in General Relativity, the quasilocal formalism, and we check the agreement
of these solutions with the first law of black hole thermodynamics. Finally, we study a
black hole family in the 2 + 1 dimensional theory of Topologically Massive Gravity.
Keywords : General Relativity, black holes, quasilocal energy.
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